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                                                 บทท่ี 3 

                                            ปริภมิูเวกเตอร ์
      ในบทน้ีจะศกึษาปรภิูมเิวกเตอร ์ปรภิูมยิ่อย การตรวจสอบการเป็นปรภิูมเิวกเตอรแ์ละปรภิูมยิ่อย 

การรวมเชงิเสน้ของเวกเตอร ์การเป็นอสิระเชงิเสน้ของเวกเตอร ์ทัง้ยงัศกึษาการแผ่ทัว่ปรภิูมเิวกเตอร ์

ซึง่จะน าไปสูก่ารหาฐานหลกัและมติขิองปรภิูมเิวกเตอรใ์นบทต่อไป โดยการนิยามปรภิูมเิวกเตอรจ์ะ

เกีย่วขอ้งกบัฟีลด ์ซึง่อาจจะเป็นฟีลดข์องจ านวนจรงิ ฟีลดข์องจ านวนเชงิซอ้น หรอืฟีลดอ์ื่น ๆ ดงันัน้ 

ก่อนทีจ่ะใหน้ิยามปรภิูมเิวกเตอร ์เราจะกล่าวถงึระบบหนึ่งทีเ่รยีกว่า ฟีลด ์ซึง่ประกอบดว้ยเซต 1 เซต 

และการด าเนินการบนเซต 2 ชนิด ดงัรายละเอยีดต่อไปนี้ 

 

3.1 ฟีลด ์(Field) 

นิยาม 3.1 ก าหนดให ้ F  เป็นเซตทีไ่ม่ใช่เซตว่าง ถา้มกีารด าเนินการ   และ  ใน F  ทีม่สีมบตัิ

ต่อไปนี้ 

             ส าหรบัสมาชกิ , ,a b c  ใด ๆ ใน F   

         1. a b F    

         2. a b b a =    

         ( ) ( )3. a b c a b c  =     

          4. มสีมาชกิ 0 ใน F เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ทีท่ าให ้ 0 0a a a = =   ส าหรบัแต่ละสมาชกิ a

ใน F   

          5.มสีมาชกิใน F  เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ เขยีนแทนดว้ย a−  โดยที ่ 0a a−  =  ส าหรบัทุก

สมาชกิ  

             a  ใน F   

          6. a b F   
          7. a b b a=   
          ( ) ( )8. a b c a b c=   

         9.  มสีมาชกิ 1 ใน F เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ทีท่ าให ้ 1 1a a a= =  ส าหรบัแต่ละสมาชกิ a ใน 

F   
          10.  มสีมาชกิใน 1a−  ใน F  เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้ทีท่ าให ้ 1 11a a a a− −= =  ส าหรบัทุก

สมาชกิ  

               a  ใน F  โดยที ่ 0a    
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          ( ) ( ) ( )11. a b c a b a c =    

แลว้เรยีก ( ), ,F   ว่าเป็น ฟีลด ์(Field) ภายใตก้ารบวก   และการคณู  หรอืเขยีนสัน้ ๆ ว่า “ 

F  เป็นฟีลด”์ และสมาชกิของ F  ถูกเรยีกว่า สเกลาร ์(Scalar) 

 

นิยาม 3.2 K  เรยีกว่าเป็น ฟีลดย์่อย (Subfield) ของ F  ถา้ K  เป็นเซตย่อยของ F  และ K  เป็น

ฟีลด ์

 

ตวัอย่างเช่น ส าหรบัการด าเนินการบวกและคณูทีเ่ป็นการบวกและการคณูจ านวนในระบบจ านวนจรงิ

ตามปรกต ิจะไดว้่า 

           1) เซตของจ านวนเตม็บวก  1,2,3,...=  ไม่เป็นฟีลด ์(เพราะไม่มสีมบตัขิอ้ 5) 

           2) เซตของจ านวนเตม็  ..., 2, 1,0,1,2,...= − −  ไม่เป็นฟีลด ์(เพราะไม่มสีมบตัขิอ้ 10) 

           3) เซตของจ านวนตรรกยะ ( )  เป็นฟีลด ์

           4) เซตของจ านวนจรงิ ( )  เป็นฟีลด ์

           5) เซตของจ านวนเชงิซอ้น ( )  เป็นฟีลด ์

นอกจากนี้ จะเหน็ว่า  เป็นฟีลดย์่อยของ  และ   

 

3.2 ปริภมิูเวกเตอร ์(Vector Space) 

นิยาม 3.3 ให ้V  เป็นเซตทีไ่ม่ใช่เซตว่าง ซึง่มสีมาชกิเรยีก เวกเตอร ์(Vector) พรอ้มดว้ยการ

ด าเนินการ 2 ชนิด คอื การบวก +  ระหว่างสมาชกิของ V  และการคณู   ระหว่างสมาชกิของฟีลด ์

F  กบัสมาชกิของ V  เรยีก V  พรอ้มดว้ยการด าเนินการทัง้สองว่า ปริภมิูเวกเตอร ์(Vector Space) 

หรอืกล่าวว่า “ ( ), ,V +   เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์ F ” ถา้การด าเนินการทัง้สองชนิดสอดคลอ้งกบั

สมบตั ิ10 ขอ้ ต่อไปนี้ 

 

      ส าหรบัสมาชกิ , ,x y z  ใด ๆ ใน V  และสมาชกิ ,a b  ใด ๆ ใน F   

      1. x y V+      

      2. x y y x+ = +   

      ( ) ( )3. x y z x y z+ + = + +  

      4. มสีมาชกิ 0  ใน V  ซึง่ 0 0x x x+ = = +  ส าหรบัทุก ๆ สมาชกิ x  ใน V   

      5.  ส าหรบัแต่ละสมาชกิ x  ใน V  มสีมาชกิใน V  เพยีงตวัเดยีวเท่านัน้เขยีนแทนดว้ย x−  ที ่    
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          ( ) 0x x+ − =   

      6. a x V    

      ( ) ( ) ( )7. a x y a x a y + =  +    

      ( ) ( ) ( )8. a b x a x b x+  =  +    

      ( ) ( )9. a b x a b x  =    

   10.  มสีมาชกิ 1  ใน F  ซึง่ 1 x x =  ส าหรบัทุก ๆ สมาชกิ x  ใน V   

 

ข้อตกลง  1. ถา้ ( ), ,V +   เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด์ F จะเขยีนสัน้ ๆ ว่า “V เป็นปรภิูมเิวกเตอร์

บนฟีลด ์  

                F  ( Vector Space Over Field F )” โดยมสีมาชกิของ V  เป็นเวกเตอร ์และสมาชกิ

ในฟีลด ์ 

                F  เป็นสเกลาร ์เรยีก +  ว่า การบวกเวกเตอร ์(Vector Addition) และเรยีก   ว่า การ

คณู 

                เวกเตอรด้์วยสเกลาร ์(Scalar Multiplication)   

             2. ถา้เขยีนว่า “V  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์” จะหมายถงึ  ( ), ,V +   เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด์

ของ 

                จ านวนจรงิ  (Real Vector Space)    

             3. ผลบวกของเวกเตอร ์ x  กบั y  คอื x y+  จะเขยีนแทนดว้ย x y+    

             4. ผลคณูของเวกเตอร ์ x  กบัสเกลาร ์ a  คอื a x  จะเขยีนแทนดว้ย ax   

       

       ในการประยุกตบ์างเรื่องในปรภิูมเิวกเตอร ์อาจมสีเกลารเ์ป็นจ านวนเชงิซอ้น ซึง่ถา้เป็นจ านวน

เชงิซอ้น จะเรยีกปรภิูมเิวกเตอรว์่า ปริภมิูเวกเตอรบ์นฟีลดข์องจ านวนเชิงซ้อน แต่ในทีน่ี้จะพดู

เฉพาะสเกลารท์ีเ่ป็นจ านวนจรงิเท่านัน้ 

 

ตวัอย่าง 3.1 ก าหนดให ้นิยามการบวกเวกเตอรใ์น ( ) 3

1 2 3 1 2 3, , , ,x x x x x x=   ดงันี้  

                ส าหรบัทุก ๆ ( )1 2 3, ,x x x x=  และ ( )1 2 3, ,y y y y=  ใน 3   

                ให ้ ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , ,x y x x x y y y+ = +   

                            ( )1 1 2 2 3 3, ,x y x y x y= + + +   

และนิยามการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลาร ์ดงันี้ 
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ให ้ a  เป็นสเกลาร ์
                       ( )1 2 3, ,ax a x x x=  

                            ( )1 2 3, ,ax ax ax=    

จงแสดงว่า 3  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์   

พิสูจน์ จะแสดงว่าสมบตัทิัง้ 10 ขอ้ ในนิยาม 3.3 เป็นจรงิ ดงันี้ 

         ให ้ ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,x x x x y y y y z z z z= = =  อยู่ใน 3  และ ,a b  เป็นสเกลาร ์

         
( ) ( )

( )

1 2 3 1 2 3

3

1 1 2 2 3 3

1. , , , ,

, ,

x y x x x y y y

x y x y x y

+ = +

= + + + 
  

         

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

2. , , , ,

, ,

, ,

, , , ,

x y x x x y y y

x y x y x y

y x y x y x

y y y x x x

y x

+ = +

= + + +

= + + +

= +

= +

  

            

         

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 2 1 2 1 2 3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

3. , , , , , ,

, , , ,

, ,

, ,

, , , ,

, , , , , ,

x y z x x x y y y z z z

x x x y z y z y z

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

x x y y z z x y z

x x x y y y z z z

x y z

+ + = + +

= + + + +

= + + + + + +

= + + + + + +

= + + + +

= + +

= + +

  

 

         4. ม ี ( ) 30 0,0,0=   ซึง่ 

            

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0 , , 0,0,0

0, 0, 0

, ,

0 ,0 ,0

0,0,0 , ,

0

x x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x

+ = +

= + + +

=

= + + +

= +

= +

   

         

          5.  จาก ( )1 2 3, ,ax ax ax ax=   
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             ให ้ 1a = −  จะได ้ ( )( ) ( )1 2 31 , ,x x x x x− = − = − − −   

             ดงันัน้ 3x   จะม ี 3x−   ซึง่ 

              

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

, , , ,

, ,

0,0,0

0

x x x x x x x x

x x x x x x

+ − = + − − −

= − − −

=

=

  

 

          
( )

( )

1 2 3

3

1 2 3

6. , ,

, ,

ax a x x x

ax ax ax

=

= 
  

         

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

7. , , , ,

, ,

, ,

, ,

, , , ,

, , , ,

a x y a x x x y y y

a x y x y x y

a x y a x y a x y

ax ay ax ay ax ay

ax ax ax ay ay ay

a x x x a y y y

ax a y

+ = +

= + + +

= + + +

= + + +

= +

= +

= +

  

 

        

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

8. , ,

, ,

, ,

, , , ,

, , , ,

a b x a b x x x

a b x a b x a b x

ax bx ax bx ax bx

ax ax ax ay ay ay

a x x x a y y y

ax ay

+ = +

= + + +

= + + +

= +

= +

= +

  

 

         

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( )( )

( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

9. , ,

, ,

, ,

, ,

, ,

ab x ab x x x

ab x ab x ab x

a bx a bx a bx

a bx bx bx

a b x x x

a bx

=

=

=

=

=

=

  

        10.  ม ี1  ซึง่ 
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( )

( )

( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 , ,

1 ,1 ,1

, ,

x x x x

x x x

x x x

x

=

=

=

=

  

ดงันัน้ 3  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์                                                                             

  
 

 

 

ตวัอย่าง 3.2  ให ้  :V f f S= →  โดย S  เป็นเซตใดๆ 

เมื่อนิยาม     ( )( ) ( ) ( );f g x f x g x x S+ = +     

                 ( )( ) ( );cf x cf x c=    และ x S   

และ o  เป็นฟังกช์นัศูนยซ์ึง่ ( ) 0;o x x S=     

จงแสดงว่า V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์   

พิสูจน์ จะแสดงว่าสมบตัทิัง้ 10 ขอ้ ในนิยาม 3.3 เป็นจรงิ ดงันี้ 

          ให ้ , ,f g h  อยู่ใน 

          x  อยู่ใน S   

         และ 1 2, ,c c c  เป็นสเกลาร ์

         ( )( ) ( ) ( )1. f g x f x g x

f g V

+ = +

 + 
  

          

         

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

2. f g x f x g x

g x f x

g f x

f g g f

+ = +

= +

= +

 + = +
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( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( )( )

( ) ( )

3. f g h x f x g h x

f x g x h x

f x g x h x

f g x h x

f g h x

f g h f g h

+ + = + +

= + +

= + +

= + +

= + +

 + + = + +

  

         4. ม ีo V  ซึง่ 

             

( )( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )( )

0

0

o f x o x f x

f x

f x

f x

f x o x

f o x

o f f f o

+ = +

= +

=

= +

= +

= +

 + = = +

  

           5.  จาก ( )( ) ( )cf x cf x=   

                ให ้ 1c = −  จะได ้ ( )( ) ( )f x f x− = −   

                ดงันัน้ f V   จะม ี f V−   ซึง่ 

        

       

( )( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

( )

0

f f x f x f x

f x f x

o x

f f o

+ − = + −

= −

=

=

 + − =

  

     
           ( )( ) ( )6. cf x cf x V=   

 

           

( )( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )

( )

7. c f g x c f g x

c f x g x

cf x cg x

cf cg x

c f g cf cg

+ = +

= +

= +

= +

 + = +
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( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( )

( )

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

8. c c f x c c f x

c f x c f x

c f x c f x

c f c f x

c c f c f c f

+ = +

= +

= +

= +

 + = +

  

 

           

( )( )( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

9. c c f x c c f x

c c f x

c c f x

c c f c c f

=

=

=

 =

  

   

 

 

 

           10.  ม ี1  ซึง่ 

                 
( )( ) ( )

( )

1 1

1

f x f x

f x

f f

 = 

=

  =

  

ดงันัน้ V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์                                                                               

  
 

ตวัอย่าง 3.3  ให ้ , ,a b c  และ 

                  ( ) 3, , 0V x y z ax by cz=  + + =   

                  ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,u x y z V v x y z V=  =   และ k   

เมื่อนิยาม 

            
 

( ) ( )

( )

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

, , , ,

, ,

u v x y z x y z

x x y y z z

+ = +

= + + +
  

และ          ( )1 1 1, ,ku k x y z=  

                    ( )1 1 1, ,kx ky kz=   

จงแสดงว่า V  พรอ้มทัง้การด าเนินการทัง้สองเป็นปรภิูมเิวกเตอร์ 

พิสูจน์  จะแสดงว่าสมบตัทิัง้ 10 ขอ้ ในนิยาม 3.3 เป็นจรงิ ดงันี้ 
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          ให ้ ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , , , , ,u x y z v x y z w x y z= = =  อยู่ใน V  และ , , , ,a b c k l  เป็นสเกลาร ์  

          1.  จาก ( )1 1 1, ,u x y z V=   จะได ้ 1 1 1 0ax by cz+ + =   

          และ    ( )2 2 2, ,v x y z V=   จะได ้
2 2 2 0ax by cz+ + =  

           
( ) ( )

( )

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

, , , ,

, ,

u v x y z x y z

x x y y z z

V

 + = +

= + + +



   

         เพราะว่า ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2a x x b y y c z z+ + + + +   

                   ( ) ( )
1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

0 0

0

ax ax by by cz cz

ax by cz ax by cz

= + + + + +

= + + + + +

= +

=

  

          

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2 2 1 1 1

2. , , , ,

, ,

, , , ,

u v x y z x y z

x x y y z z

x y z x y z

v u

+ = +

= + + +

= +

= +

  

      

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 2 3 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 1 2 3 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

3. , , , ,

, , , ,

, ,

, ,

, ,

, , , ,

u v w x y z x y z x y z

x y z x x y y z z

x x x y y y z z z

x x x y y y z z z

x x y y z z x y z

x y z x y z x y z

u v w

+ + = + + + +

= + + + +

= + + + + + +

= + + + + + +

= + + + + + +

= + + + +

= + +

  

 

     4. จาก ( )1 1 1, ,u x y z V=   จะได ้ 1 1 1 0ax by cz+ + =   

          จะม ี ( )0 0,0,0 V=   เพราะว่า 0 0 0 0 0 0 0a b c+ + = + + =  ซึง่ 

           

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0 , , 0,0,0

0, 0, 0

, ,

0 ,0 ,0

0,0,0 , ,

0

u x y z

x y z

x y z

x y z

x y z

u

+ = +

= + + +

=

= + + +

= +

= +

  

  

    5.  จาก ( )1 1 1, ,u x y z V=   จะได ้ 1 1 1 0ax by cz+ + =   
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          และเนื่องจาก  ( )1 1 1, ,ku kx ky kz=   

          ให ้ u V   จะม ี u V−    

           

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

, , , ,

, ,

0,0,0

0

u u x y z x y z

x x y y z z

+ − = + − − −

= + − + − + −

=

=

  

    

 6.  จาก ( )1 1 1, ,u x y z V=   จะได ้ 1 1 1 0ax by cz+ + =   

         
( )

( )

1 1 1

1 1 1

, ,

, ,

ku k x y z

kx ky kz

V

 =

=



  

 

เพราะว่า ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1a kx b ky c kz k ax k by k cz+ + = + +   

                                             
( )1 1 1

0

0

k ax by cz

k

= + +

=

=

  

 

   

( ) ( ) ( )( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

7. , , , ,

, ,

, ,

, , , ,

, , , ,

k u v k x y z x y z

k x x y y z z

kx kx ky ky kz kz

kx ky kz kx ky kz

k x y z k x y z

+ = +

= + + +

= + + +

= +

= +

 

 

    

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

8. , ,

, ,

, ,

, , , ,

, , , ,

k l u k l x y z

k l x k l y k l z

kx lx ky ly kz lz

kx ky kz lx ly lz

k x y z l x y z

ku lu

+ = +

= + + +

= + + +

= +

= +

= +
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( )( )

( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

9. , ,

, ,

, ,

, ,

, ,

k l u kl x y z

kl x kl y kl z

k lx k ly k lz

k lx ly lz

k l x y z

k lu

=

=

=

=

=

=

  

     

      10.  ม ี1  ซึง่ 

          
( )

( )

1 1 1

1 1 1

1 1 ,1 ,1

, ,

u x y z

x y z

u

=

=

=

  

ดงันัน้ V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์                                                                               

  
 

ตวัอย่าง 3.4  ให ้ 2V   โดยที ่ ( ) , 2V x y x y= + =  และก าหนดให ้

                     ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 1 2 1 2, , ,

, ,

x y x y x x y y

k x y kx ky

+ = + +

=
  

จงพจิารณาว่า V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์  หรอืไม่ ถา้เป็น จงพสิจูน์ แต่ถา้ไม่เป็น จงบอกว่ามี

สมบตัขิอ้ใดบา้งทีไ่ม่จรงิ 

วิธีท า  V  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์  เพราะมสีมบตับิางขอ้ไม่จรงิ ดงันี้ 

          ขอ้ 1. เช่น ( ) ( ) ( )1,1 2,0 3,1 V+ =    

          ขอ้ 4. เพราะ ( ) ( ) ( )0,0 , ,x y x y+ =  แต่ ( )0,0 V   

          ขอ้ 5. เพราะ ( )2,0 V  แต่ ( )2,0 V−    

          ขอ้ 6. เช่น ( ) ( )3 2,0 6,0 V=    

ดงันัน้ จะเหน็ว่าสมบตัขิอ้ 1, 4, 5, 6 ไม่จรงิ                                                                           

 
 

ตวัอย่าง 3.5  ให ้ ( ) , ,V x y x y=     

มนีิยามการบวกเวกเตอรแ์ละการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้ 
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              ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 1 2

, , ,

, , ;

x y x y x x y y

a x y ax y a

+ = + +

= 
  

จงหาว่า V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์  หรอืไม่  

วิธีท า  V  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะทุก ๆ  ( ),x y V  จะไม่ม ี ( ),x y V− −    

          เนื่องจาก ( ) ( )1 , ,x y x y− = −   

          นัน่คอื ไม่มสีมบตัขิอ้ 5                                                                                          

 

 

ตวัอย่าง 3.6  ให ้ 2V =   

มนีิยามการบวกเวกเตอรแ์ละการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้ 

          ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 1

, , ,

, ,0 ;

x y x y x x y y

a x y ax a

+ = + +

= 
  

จงหาว่า V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรห์รอืไม่ 

วิธีท า  V  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะทุก ๆ  ( ),x y V   

จะไดว้่า ( ) ( )1 , 1 ,0x y x=   

                      ( )

( )

,0

,

x

x y

=


  

นัน่คอื ขาดสมบตัขิอ้ 10                                                                                                  

  
 

ตวัอย่าง 3.7  ให ้ ( ) , , ; ,V x y x y ax b a b=  = +   และ 0b    

ก าหนดการบวกเวกเตอรแ์ละการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารข์องสมาชกิใน V  ตามแบบมาตรฐาน 

จงแสดงว่า V  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์

วิธีท า  V  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะขาดสมบตัขิอ้ 1 ดงันี้ 

         ให ้ ( )1 1,x y V  จะได ้
1x   และ 1 1y ax b= +   

         และ ( )2 2,x y V  จะได ้ 2x   และ 2 2y ax b= +   

         ดงันัน้ ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , ,x y x y x x y y+ = + +   

         โดยที ่
1 2x x+    

         แต่ ( )1 2 1 2a x x b ax ax b+ + = + +   
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1 2y y +   

        เพราะว่า ( ) ( )1 2 1 2y y ax b ax b+ = + + +   

                              
1 2 2ax ax b= + +   

ดงันัน้ ( ) ( )1 1 2 2, ,x y x y V+                                                                                         

 
 

ตวัอย่าง 3.8  ให ้V =  {𝐴|𝐴 เป็นเมทรกิซ์จตัุรสัมติ ิ2 ทีห่าผกผนัได}้   

ก าหนดการบวกเวกเตอร ์ ; ,A B AB A V B V+ =     

และการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารต์ามแบบมาตรฐานของเมทรกิซ์ 

จงหาว่า V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรห์รอืไม่ 

วิธีท า  V  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะขาดสมบตัขิอ้ 2 ดงันี้ 

          เนื่องจาก A B AB+ =   

          และ B A BA+ =   

          ซึง่ AB  ไม่จ าเป็นตอ้งเท่ากบั BA   

          นัน่คอื AB BA   

          หรอืกล่าวว่า A B B A+  +                                                                                             

 

ตวัอย่าง 3.9 ก าหนดให ้  เป็นเซตของจ านวนเตม็ โดยมนีิยามการบวกเวกเตอรแ์ละการคณูดว้ย

จ านวนจรงิตามปรกต ิจงหาว่า  เป็นปรภิูมเิวกเตอรห์รอืไม่ 

วิธีท า  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะว่า 6  และ 3  แต่ 6 3   

นัน่คอื ขาดสมบตัขิอ้ 6                                                                                                    

 
 

หมายเหตุ  

           1. ให ้ ( ) 1 2 3 1 2 3, , ,..., , , ...n

n nx x x x x x x x=     

มนีิยามการบวกเวกเตอรด์งันี้  

            ส าหรบัทุก ๆ และ ( )1 2, ,..., nx x x x=  และ ( )1 2, ,..., ny y y y=  ใน n   

            ( )1 1 2 2, ,..., n nx y x y x y x y+ = + + +   

และนิยามการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้ 
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             ส าหรบัสเกลาร ์ a   
             ( )1 2, ,..., nax ax ax ax=    

จะไดว้่า n  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์   

 

            2. ให ้
m n

 เป็นเซตของเมทรกิซ์มติ ิm n  ทีม่สีมาชกิเป็นจ านวนจรงิ โดยนิยามการบวก

เวกเตอรแ์ละการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้ 

                             ij ij ij ijm n m n m n

ij ijm n m n

a b a b

c a ca

  

 

     + = +     

   =   

           

จะไดว้่า 
m n

 เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์

 

            3. ให ้  2 1

0 1 2 1

n n

n n nP a a x a x a x a x−

−= + + + + +   เป็นเซตของพหุนาม (Polynomial) ทีม่ี

ระดบัขัน้ (Degree) น้อยกว่าหรอืเท่ากบั n  เมื่อ n  เป็นจ านวนเตม็ทีไ่ม่เป็นลบ และ 
0 1, ,..., na a a  เป็น 

สเกลาร ์ถูกก าหนดการบวกเวกเตอรแ์ละการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้  

            ให ้ ( ) 1

0 1 1

n n

n np x a a x a x a x−

−= + + + +   

และ ( ) 1

0 1 1

n n

n nq x b b x b x b x−

−= + + + +  เป็นสมาชกิของ 
np   

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0 1 1 1 1

n n

n n n np x q x a b a b x a b x a b x−

− −+ = + + + + + + + +   

 

และ ถา้ c  เป็นสเกลาร ์จะไดว้่า  
             ( ) 1

0 1 1

n n

n ncp x ca ca x ca x ca x−

−= + + + +   

จะไดว้่า ( )p x  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์

 

ทฤษฎีบท 3.1  ให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์ , ,x y z  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน V  และ c  เป็นสเกลาร ์จะได้

ว่า 

                1. 0 0x =   

                2. 0 0c =   
                3.  ถา้ x y x z+ = +  แลว้ y z=   

                ( )4. 1 x x− = −   

                5.  ถา้ 0cx =  แลว้ 0c =  หรอื 0x =   

พิสูจน์  1. 0 0 0x x= +                                         สมบตัขิอ้ 4 
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                   ( )0 0 0x x x= + + −                          สมบตัขิอ้ 5 

                     ( )0 0 0x x x= + + −                         สมบตัขิอ้ 3 

                     ( )0 0 0x x= + + −                           สมบตัขิอ้ 8 

                   ( )0 0x x= + −                                  สมบตัขิองจ านวนเตม็ศูนย์ 

                   0=                                                สมบตัขิอ้ 5        

 

          2. 0 0 0c c= +                                          สมบตัขิอ้ 4  

                   ( )0 0 0c c c= + + −                            สมบตัขิอ้ 5 

                     ( )0 0 0c c c= + + −                           สมบตัขิอ้ 3 

                     ( )0 0 0c c= + + −                            สมบตัขิอ้ 7 

                   ( )0 0c c= + −                                    สมบตัขิอ้ 4 

                   0=                                                 สมบตัขิอ้ 5       

 

           3.  ก าหนดให ้ x y x z+ = +   

                เนื่องจาก x V  จะม ี x V−   ที ่
                       ( ) ( ) 0x x x x+ − = − + =   

                 แต่       x y x z+ = +   

            ดงันัน้   ( ) ( )x x y x x z− + + = − + +   

                       ( ) ( )x x y x x z− + + = − + +                           สมบตัขิอ้ 3  

                                 0 0y z+ = +                                     สมบตัขิอ้ 5 

                                      y z=                                          สมบตัขิอ้ 4  

 

              ( ) ( )4. 1 0 1x x− = + −                                           สมบตัขิอ้ 4 

                            ( ) ( )1x x x= − + + −                                  สมบตัขิอ้ 5 

                            ( ) ( )1 1x x x= − + + −                                 สมบตัขิอ้ 10 

                            ( )( )1 1x x x= − + + −                                 สมบตัขิอ้ 3 

                            ( )( )1 1x x= − + + −                                   สมบตัขิอ้ 8 

                            0x x= − +                                               สมบตัขิองจ านวนเตม็ 

                            0x= − +                                                 จากขอ้ 1 
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                            x= −                                                      สมบตัขิอ้ 4   

 

              5.  ก าหนดให ้ 0cx =   

                   ถา้ 0c =  จะไดท้ีต่ามตอ้งการ    

                   ถา้ 0c   จะม ี 1c−  ที ่ 1 1 1cc c c− −= =   

                   แต ่ 0cx =   

                   ดงันัน้ ( )1 10c cx c− −=   

                           ( )1 0c c x− =                                              สมบตัขิอ้ 3 และจากขอ้ 2 

                                  1 0x =   
                                   0x =                                               สมบตัขิอ้ 10                       

 
 

3.3 ปริภมิูย่อย (Subspace) 

นิยาม 3.4  ให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์ F  และ S  เป็นเซตย่อยทีไ่ม่ใช่เซตว่างของ V  เรยีก S  

ว่าเป็นปริภมิูย่อยของ V  กต็่อเมื่อ S  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด์ F    

 

 

ตวัอย่าง 3.10 ก าหนดให ้ 3S   โดย ( ) , , 0S x y z x y z= − + =  มนีิยามการบวกเวกเตอรแ์ละ

การคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารต์ามตวัอย่าง 3.1 จงแสดงว่า S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 3   

พิสูจน์   เนื่องจาก 0 0 0 0− + =   

           จะไดว้่า ( )0,0,0 S   

            ดงันัน้ S  ไม่ใช่เซตว่าง 

 จะแสดงว่า S  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์  โดยจะพสิูจน์ว่าสมบตัทิัง้ 10 ขอ้ ในนิยาม 3.3 เป็นจรงิ

ดงันี้ 

             ให ้ ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,x x x x y y y y z z z z= = =  อยู่ใน S   

โดยที ่
1 2 3 1 2 3 1 2 30, 0, 0x x x y y y z z z− + = − + = − + =  และ ,a b  เป็นสเกลาร ์

 

              
( ) ( )

( )

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1. , , , ,

, ,

x y x x x y y y

x y x y x y

+ = +

= + + +
  

จะได ้  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3x y x y x y x x x y y y+ − + + + = − + + − +   
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                                                    0 0

0

= +

=
  

                        x y S +    

               

              

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

2. , , , ,

, ,

, ,

, , , ,

x y x x x y y y

x y x y x y

y x y x y x

y y y x x x

y x

+ = +

= + + +

= + + +

= +

= +

  

                 

              

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 2 1 2 1 2 3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

3. , , , , , ,

, , , ,

, ,

, ,

, , , ,

, , , , , ,

x y z x x x y y y z z z

x x x y z y z y z

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z

x x y y z z x y z

x x x y y y z z z

x y z

+ + = + +

= + + + +

= + + + + + +

= + + + + + +

= + + + +

= + +

= + +

  

 

              4. ม ี ( )0 0,0,0 S=   ซึง่ 

                 

( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0 , , 0,0,0

0, 0, 0

, ,

0 ,0 ,0

0,0,0 , ,

0

x x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x

+ = +

= + + +

=

= + + +

= +

= +

  

 

              5.  จาก ( )1 2 3, ,ax ax ax ax=   

                   ให ้ 1a = −  จะได ้ ( )( ) ( )1 2 31 , ,x x x x x− = − = − − −   

                   ดงันัน้ x S    

                   โดยที ่
1 2 3 0x x x− + =   

                   จะม ี x S−    

                   โดยที ่ ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 0 0x x x x x x− − + − = − − + = − =   
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                    ซึง่    ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , ,x x x x x x x x+ − = + − − −   

                                       
( )

( )

1 1 2 2 3 3, ,

0,0,0

0

x x x x x x= − − −

=

=

  

               

                
( )

( )

1 2 3

3

1 2 3

6. , ,

, ,

ax a x x x

ax ax ax

=

= 
  

                   จะได ้ ( )1 2 3 1 2 3 0 0ax ax ax a x x x a− + = − + = =   

                             ax S    
         

                 

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

7. , , , ,

, ,

, ,

, ,

, , , ,

, , , ,

a x y a x x x y y y

a x y x y x y

a x y a x y a x y

ax ay ax ay ax ay

ax ax ax ay ay ay

a x x x a y y y

ax a y

+ = +

= + + +

= + + +

= + + +

= +

= +

= +

   

               

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

8. , ,

, ,

, ,

, , , ,

, , , ,

a b x a b x x x

a b x a b x a b x

ax bx ax bx ax bx

ax ax ax bx bx bx

a x x x b x x x

ax bx

+ = +

= + + +

= + + +

= +

= +

= +

  

 

                 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( )( )

( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

9. , ,

, ,

, ,

, ,

, ,

ab x ab x x x

ab x ab x ab x

a bx a bx a bx

a bx bx bx

a b x x x

a bx

=

=

=

=

=

=
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                  10.  ม ี1  ซึง่ 

                            

( )

( )

( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 , ,

1 ,1 ,1

, ,

x x x x

x x x

x x x

x

=

=

=

=

  

จะไดว้่า S  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์   

ฉะนัน้ S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 3                                                                                      

 
 

    ทฤษฎบีททีจ่ะกล่าวต่อไปนี้เป็นทฤษฎบีททีช่่วยใหก้ารตรวจสอบว่า เซตย่อยใดจะเป็นปรภิูมยิ่อยได้

งา่ยขึน้  

 

ทฤษฎีบท 3.2  ก าหนดให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์และ S  เป็นเซตย่อยทีไ่ม่ใช่เซตว่างของ V  จะไดว้่า 

S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V  กต็่อเมื่อ 

1.  ถา้ u S  และ v S  แลว้ u v S+   ( S  มสีมบตัปิิดภายใตก้ารบวกเวกเตอร)์ 

2. ถา้ u S  และ k  เป็นสเกลาร ์แลว้ ku S  ( S  มสีมบตัปิิดภายใตก้ารคูณเวกเตอร์ดว้ยสเกลาร)์ 

 

 

พิสูจน์ ( )→  ถา้ S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V  โดยนิยาม 3.4 จะไดว้่า S  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์ดงันัน้ S  

จะมสีมบตัคิรบ 10 ขอ้ ในนิยาม 3.3 และใน 10 ขอ้นัน้มสีมบตัปิิดภายใตก้ารบวกเวกเตอรแ์ละปิดภายใต้

การคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารอ์ยู่ดว้ย 

        ( )  ให ้ S  สมบตัปิิดภายใต้การบวกเวกเตอรแ์ละการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลาร์  นัน่คอื สมบตัิ

ขอ้ 1 และ 6 ในนิยาม 3.3 เป็นจรงิ 

        จะแสดงว่า S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V   

        นัน่คอื จะตอ้งแสดงว่าสมบตัทิีเ่หลอือกี 8 ขอ้ คอื สมบตัขิอ้ 2,3,4,5,7,8,9 และ 10 เป็นจรงิ 

 

จะแสดงว่า S  มสีมบตัขิองการเป็นปรภิูมเิวกเตอรข์อ้ 2,3,4,5,7,8,9 และ 10 ดงันี้ 

ให ้ ,k  เป็นสเกลาร ์และ , ,u v w S   

จะไดว้่า , ,u v w V  ดว้ย 

และเนื่องจาก V  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์
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ดงันัน้ u v v u+ = +    

        

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

u v w u v w

k u v ku kv

k u ku u

k u k u

+ + = + +

+ = +

+ = +

=

  

และ 1u u=   

นัน่คอื สมบตัขิองการเป็นปรภิูมเิวกเตอร์ขอ้ 2,3,4,5,7,8,9 และ 10 เป็นจรงิตามล าดบั 

 

ถดัไปจะแสดงว่า S  มสีมบตัขิองการเป็นปรภิูมเิวกเตอรข์อ้ 4 ดงันี้ 

ให ้u S   

จากขอ้ 1 จะได ้ 0u u− + =   

ดงันัน้ จะม ี 0 S   

นัน่คอื สมบตัขิองการเป็นปรภิูมเิวกเตอรข์อ้ 4 เป็นจรงิ 

 

และสุดทา้ย จะแสดงว่า S  มสีมบตัขิองการเป็นปรภิูมเิวกเตอรข์อ้ 5 ดงันี้ 

ถา้ 1−  เป็นจ านวนจรงิ และ u S   

จากขอ้ 2 จะได ้ ( )1 u S−    

แต่ ( )1 u u− = −   

ดงันัน้ จะม ี u S−    

นัน่คอื สมบตัขิองการเป็นปรภิูมเิวกเตอรข์อ้ 5 เป็นจรงิ                                                             

  
 

ตวัอย่าง 3.11 ก าหนดให ้ ( )0 0,x y  เป็นจุด ๆ หนึ่งใน 2  และ S  เป็นเซตย่อยของ 2  โดยที ่

( ) 0 0,S k x y k=   จงแสดงว่า S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 2   

พิสูจน์  เนื่องจาก ( ) ( ) ( )0 0 0 00,0 0 ,0 0 ,x y x y= = โดยที ่0   

          จะไดว้่า ( )0,0 S   

           ดงันัน้ S  ไม่ใช่เซตว่าง 

 

1. ถา้ ( )1 0 0,u k x y= และ ( )2 0 0,v k x y=  เป็นสมาชกิใด ๆ ใน S   

    จะไดว้่า ( ) ( )1 0 0 2 0 0, ,u v k x y k x y+ = +   
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                      ( )( )1 2 0 0,k k x y= +  โดยที ่
1 2k k+    

ดงันัน้ u v S+    

 

2. ถา้ ( )1 0 0,u k x y=  เป็นสมาชกิใด ๆ ใน S  และ k  เป็นสเกลาร ์

     จะไดว้่า ( )( )1 0 0,ku k k x y=   

                    ( ) ( )1 0 0,kk x y=  โดยที ่ 1kk    

ดงันัน้ ku S   

สรุปไดว้่า S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 2                                                                                   

  
 

ตวัอย่าง 3.12 ก าหนดให ้ S  เป็นเซตย่อยของ 3  โดยที ่ ( ) , ,S x y z z x y= = +   

จงแสดงว่า S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 3   

พิสูจน์  เนื่องจาก 0 0 0= +   

          จะไดว้่า ( )0,0,0 S   

          ดงันัน้ S  ไม่ใช่เซตว่าง 

 

 

           1.  ถา้ ( ), ,u x y z=  เป็นสมาชกิใด ๆ ใน S  และ k  เป็นสเกลาร ์

               จะไดว้่า ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , ,u v x y z x y z+ = +   

                                ( )1 2 1 2 1 2, ,x x y y z z= + + +   

               แต่ 
1 1z x y= +  และ 2 2 2z x y= +   

              ดงันัน้ 
1 2 1 2 1 2z z x x y y+ = + + +   

              นัน่คอื u v S+    

 

          2. ถา้ ( ), ,u x y z=  เป็นสมาชกิใด ๆ ใน S  และ k  เป็นสเกลาร ์

              จะไดว้่า ( ), ,ku k x y z=   

                             ( ), ,kx ky kz=   

               แต่ z x y= +   

              ดงันัน้ ( )kz k x y kx ky= + = +   
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                          kx ky= +   
              นัน่คอื ku S   

              สรุปไดว้่า S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 3                                                                      

 
 

ตวัอย่าง 3.13 ก าหนดให ้W  เป็นเซตย่อยของ 2  โดยที ่ ( ) ,W x y x y= =  จงแสดงว่า W   เป็น

ปรภิูมยิ่อยของ 2   

พิสูจน์  เนื่องจาก 0 0=   

          จะไดว้่า ( )0,0 W   

          ดงันัน้ W  ไม่ใช่เซตว่าง 

 

          1.  ถา้ ( )1 1,u x y=  และ ( )2 2,v x y=  เป็นสมาชกิใด ๆ ใน W   

              จะไดว้่า ( ) ( )1 1 2 2, ,u v x y x y+ = +   

                                ( )1 2 1 2,x x y y= + +  

               แต่  1 1x y=  และ 
2 2x y=   

               ดงันัน้ 
1 2 1 2x x y y+ = +   

               นัน่คอื u v W+    

         2. ถา้ ( ),u x y=  เป็นสมาชกิใด ๆ ใน W  และ k  เป็นสเกลาร ์

              จะไดว้่า ( ),ku k x y=   

                             ( ),kx ky=   

               แต่        x y=   

               ดงันัน้    kx ky=   

               นัน่คอื    ku W   

               สรุปไดว้่า W  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 2                                                                   

  
 

ตวัอย่าง 3.14  ให ้
2 2M 

 เป็นปรภิูมเิวกเตอรข์องเมทรกิซ์จตัุรสัมติ ิ 2  มกีารบวกเวกเตอรแ์ละการคณู

เวกเตอรด์ว้ยสเกลารต์ามแบบมาตรฐาน 

1S =  {𝐴 ∈ 𝑀2×2|𝐴 เป็นเมทริกซ์ทแยงมุม} 
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2S =  {𝐴 ∈ 𝑀2×2 |𝐴 เป็นเมทรกิซ์สามเหลีย่ม} 

จงหา 1S  และ 2S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 
2 2M 

 หรอืไม่  

วิธีท า     )1  ให ้ 11 11

22 22

0 0
,

0 0

a b
A B

a b

   
= =   
   

 เป็นสมาชกิใด ๆ ใน 1S   

                 และ k  เป็นสเกลาร ์

                 จะไดว้่า 11 11

22 22

0

0

a b
A B

a b

+ 
+ =  

+ 
  

                  และ 11

22

0

0

ka
kA

ka

 
=  
 

  

                  ซึง่ A B+  และ kA  เป็นเมทรกิซ์ทแยงมุม 

                  ดงันัน้ 1S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 
2 2M 

  

 

                )2  ให ้ 11 12 11

22 21 22

0
,

0

a a b
A B

a b b

   
= =   
   

 เป็นสมาชกิใด ๆ ใน 2S   

                     จะได ้ 11 11 12

21 22 22

a b a
A B

b a b

+ 
+ =  

+ 
  

                     ซึง่ A B+  ไมเ่ป็นเมทรกิซส์ามเหลีย่ม 

                     ดงันัน้ 2S  ไมเ่ป็นปรภิูมยิ่อยของ 
2 2M 

                                                           

 
 

ตวัอย่าง 3.15  ก าหนดให ้W  เป็นเซตย่อยของ 3  โดยที ่ ( ) , , 0W a b c a=    

จงหาว่า W เป็นปรภิูมยิ่อยของ 3  หรอืไม่  

วิธีท า   ถา้ให ้ ( )1 2 3, ,w w w w W=   และ 1k = −    

          แลว้ ( )1 2 31 , ,cw w w w= −   

                     ( )1 2 3, ,w w w= − − −   

          แต่ 
1 0w    

          จะไดว้่า 1 0w−   หรอื 1 0w−     

          ดงันัน้ cw W   

          นัน่คอื W   ไมเ่ป็นเซตย่อยของ 3p                                                                            
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ข้อสงัเกต ทุก ๆ ปรภิูมเิวกเตอร ์V  จะมปีรภิูมยิ่อยอย่างน้อย 2 ปรภิูมยิ่อย คอื ปรภิูมเิวกเตอร ์V  และ 

 0 โดยที ่ 0  เป็นปรภิูมทิีม่เีวกเตอรศ์ูนยเ์ป็นสมาชกิเพยีงเวกเตอรเ์ดยีว ปรภิูมยิ่อยทัง้สองนี้เรยีกว่า 

ปริภมิูย่อยชดั (Trivial Subspace) 

 

ทฤษฎีบท 3.3 ก าหนดให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์ถา้ 1S  และ 2S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V  แลว้ 
1 2S S  

เป็นปรภิูมยิ่อยของ V   

พิสูจน์  เพราะว่า 
1S V และ 

2S V   

          ดงันัน้  1 2S S V    

          เนื่องจาก 1S  และ 2S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V   

          ดงันัน้ 
10 S  และ 20 S   

          ฉะนัน้ 
1 20 S S    

          นัน่คอื 
1 2S S  ไม่ใช่เซตว่าง 

 

     1.  ถา้ u  และ v  เป็นสมาชกิของ 1 2S S   

         จะไดว้่า 
1,u v S  และ 

2,u v S   

         เนื่องจาก 1S  และ 2S เป็นปรภิูมยิ่อยของ V   

         ดงันัน้ 1u v S+   และ 
2u v S+    

         ฉะนัน้ 1 2u v S S+     

      2. ถา้ u  เป็นสมาชกิของ 1 2S S  และ k  เป็นสเกลาร ์

           จะไดว้่า 
1u S  และ 2u S   

           เนื่องจาก 1S  และ 2S เป็นปรภิูมยิ่อยของ V   

           ดงันัน้  
1ku S  และ 2ku S   

            ฉะนัน้ 1 2ku S S   

            สรุปไดว้่า 
1 2S S   เป็นปรภิูมยิ่อยของ V                                                                

 
 

3.4 การรวมเชิงเส้น (Linear Combination) 

นิยาม 3.5  ให ้ 1 2, ,..., nv v v  เป็นเวกเตอรใ์นปรภิูมเิวกเตอร ์V  จะกล่าวว่า เวกเตอร ์ v  ใน V  เป็นการ

รวมเชิงเส้นของ 1 2, ,..., nv v v  กต็่อเมื่อ มสีเกลาร ์ 1 2, ,..., na a a  ทีท่ าให ้ 1 21 2, ,..., nnv a v a v a v=   
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ตวัอย่าง 3.16  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 2  จงพจิารณาว่าเวกเตอร ์ ( )2,7  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( )1,2  

และ ( )0,1  หรอืไม่  

วิธีท า ให ้ ( ) ( ) ( )1 22,7 1,2 0,1a a= +   

                    
( ) ( )

( )

1 1 2

1 1 2

, 2 0,

, 2

a a a

a a a

= +

= +
  

จะได ้         1 2a =                                                                                                  

( )3.1   

        
1 22 7a a+ =                                                                                                  

( )3.2   

แทน 1 2a =  ใน ( )3.2  จะได ้ ( )2 7 2 2 3a = − =   

ดงันัน้ ( ) ( ) ( )2,7 2 1,2 3 0,1= +  

นัน่คอื  ( )2,7 เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( )1,2  และ ( )0,1                                                          

  
 

ตวัอย่าง 3.17  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  จงพจิารณาว่าเวกเตอร ์ ( )3,4,6  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 

( ) ( )1,1, 2 , 0, 2,3  และ ( )0,0,1  หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 33,4,6 1,1,2 0,2,3 0,0,1a a a= + +   

          ซึง่ได ้      
1 3a =                                                                                            

( )3.3  

              
1 22 4a a+ =                                                                                            

( )3.4   

     
1 2 32 3 6a a a+ + =                                                                                              

( )3.5   

เมื่อแทน 
1 3a =  ใน ( )3.4  จะได ้ ( )2

1 1
4 3

2 2
a = − =   

และแทน 
1 3a =  ใน ( )3.5  จะได ้ ( )3

1 3
6 3 2 3

2 2
a

  
= − − = −  

  
  

ดงันัน้ ( ) ( ) ( ) ( )
1 3

3,4,6 3 1,1,2 0,2,3 0,0,1
2 2

= + −   

นัน่คอื  ( )3,4,6  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( ) ( )1,1, 2 , 0, 2,3  และ ( )0,0,1                                      
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ตวัอย่าง 3.18  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  จงพจิารณาว่าเวกเตอร ์ ( ) ( )3,3,3 , 1,5,6  เป็นการรวมเชงิเสน้

ของ ( )1, 1,3−  และ ( )2,4,0  หรอืไม่ 

วิธีท า 1. ให ้ ( ) ( ) ( )1 23,3,3 1, 1,3 2,4,0a a= − +   

                          ( )1 2 1 2 12 , 4 ,3a a a a a= + − +   

             ซึง่ได ้      
1 22 3a a+ =                                                                                

( )3.6   

                        
1 24 3a a− + =                                                                                

( )3.7  

                                 
13 3a =                                                                                

( )3.8  

แกร้ะบบสมการหาค่าของ 1 2,a a  โดย  

จาก ( )3.8  จะไดว้่า 
1 1a =   

แทน 
1 1a =  ใน ( )3.6  จะได ้ ( )2

1
3 1 1

2
a = − =   

พจิารณาขา้งซา้ยของสมการ ( ) ( )1 23.7 4 1 4 1 3LHS a a= = − + = − + =     

และ ขา้งขวาของสมการ ( )3.7 3RHS= =   

ฉะนัน้ LHS RHS=   

ดงันัน้ ( ) ( ) ( )3,3,3 1, 1,3 2,4,0= − +   

นัน่คอื ( )3,3,3  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( )1, 1,3−  และ ( )2,4,0   

 

          2. ให ้ ( ) ( ) ( )1 21,5,6 1, 1,3 2,4,0a a= − +   

                            ( )1 2 1 2 12 , 4 ,3a a a a a= + − +   

ซึง่ได ้         1 22 1a a+ =                                                                                          

( )3.9   

              
1 24 5a a− + =                                                                                        

( )3.10  

                       
13 6a =                                                                                        

( )3.11  

แกร้ะบบสมการหาค่าของ  1 2,a a  โดย 
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จาก ( )3.11  จะไดว้่า 
1

6
2

3
a = =   

แทน 1 2a =  ใน ( )3.9  จะได ้ ( )2

1 1
1 2

2 2
a = − = −   

พจิารณาขา้งซา้ยของสมการ ( ) 1 2

1
3.10 4 2 4 4

2
LHS a a

 
= = − + = − + − = − 

 
  

แต่ขา้งขวาของสมการ ( )3.10 5RHS= =   

ฉะนัน้  LHS RHS   

นัน่คอื ( )1,5,6  ไม่เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( )1, 1,3−  และ ( )2,4,0                                             

 
 

จากตวัอย่างที ่3.18 จะเหน็ว่า ถา้ 
1 2, ,..., nv v v  อยู่ในปรภิูมเิวกเตอร ์V  แลว้อาจมบีางเวกเตอรใ์น V  ที่

เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 
1 2, ,..., nv v v  และอาจมบีางเวกเตอรใ์น V  ทีไ่ม่เป็นการรวมเชงิเสน้ของ

1 2, ,..., nv v v   

 

ทฤษฎีบท 3.4  ให ้
1 2, ,..., nv v v  เป็นเวกเตอรใ์นปรภิูมเิวกเตอร ์V  และ W  เป็นเซตของเวกเตอรใ์น 

V  ทีเ่ป็นการรวมเชงิเสน้ของ 
1 2, ,..., nv v v  จะไดว้่า  

        1. W  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V  ทีม่ ี 1 2, ,..., nv v v W   

        2. ถา้ U  เป็นปรภิูมยิ่อยใด ๆ ของ V  ทีม่ ี
1 2, ,..., nv v v  เป็นสมาชกิ แลว้ W U   

            (นัน่คอื W  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V  ทีเ่ลก็ทีสุ่ด ทีม่ ี 1 2, ,..., nv v v  เป็นสมาชกิ) 

พิสูจน์  1. จะพสิูจน์ว่า 1 2, ,..., nv v v  เป็นสมาชกิของ W  และ W  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V   

              เนื่องจาก 1 1 21 0 ... 0 nv v v v= + + +   

                         
2 1 2

1 2

0 1 ... 0

0 0 ... 1

n

n n

v v v v

v v v v

= + + +

= + + +

  

               นัน่คอื iv  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 1 2, ,..., nv v v   

               ดงันัน้ 1 2, ,..., nv v v  เป็นสมาชกิของ W   

 

               ถดัไป จะพสิจูน์ว่า W  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V   

               ให ้u  และ v  เป็นเวกเตอรใ์น W   

                โดยที ่ 1 21 2 ... nku a v a v a v= + + +   

                       1 21 2 ... nkv b v b v b v= + + +   
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                เมื่อ 
1 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b  เป็นสเกลาร ์

                จะได ้ ( ) ( ) ( )1 21 1 2 2 ... nn nu v a b v a b v a b v+ = + + + + + +   

                ดงันัน้ u v W+    

                ให ้u W  และ c  เป็นสเกลาร ์
                  ( ) ( ) ( )1 21 2 ... nncu ca v ca v ca v= + + +  

                ดงันัน้  cu W   

                นัน่คอื W  เป็นปรภิูมยิ่อยของ V   

 

           2. ถา้ U  เป็นปรภิูมยิ่อยใด ๆ ของ V  ทีม่ ี 
1 2, ,..., nv v v   เป็นสมาชกิ  

               จะไดว้่า แต่ละเวกเตอร ์
1 20 0 ... 1 ... 0i i nv v v v v= + + + + +   

               ฉะนัน้ 
1 2, ,..., nv v v  เป็นสมาชกิของ W   

               ให ้U  เป็นปรภิูมยิ่อยอื่นของ V  ที ่
1 2, ,..., nv v v  เป็นสมาชกิ  

               เนื่องจาก U  มสีมบตัปิิดภายใตก้ารบวกเวกเตอรแ์ละการคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลาร์ 

               ดงันัน้ U  จะม ี
1 21 2 ... nka v a v a v+ + +  ซึง่เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 

1 2, ,..., nv v v  เป็น

สมาชกิ 

               นัน่คอื สมาชกิแต่ละตวัของ W  จะเป็นสมาชกิของ U  

               หรอืกล่าวคอื W U                                                                                     

   
 

3.5 การแผ่ทัว่ (Span) 

นิยาม 3.6  ให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นเซตย่อยของเวกเตอรใ์น V  จะเรยีก S  

ว่า แผ่ทัว่ปริภมิูเวกเตอร ์(Span the Space) V  กต็่อเมื่อ ทุก ๆ เวกเตอรใ์น V  เป็นการรวมเชงิเสน้

ของเวกเตอรใ์น S   

 

ตวัอย่าง 3.19  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 2  ให ้ ( )1 1,0v =  และ ( )2 0,1v =  จงพจิารณาว่าเซต  1 2,S v v=  

แผ่ทัว่ 2  หรอืไม่  

วิธีท า  ให ้ ( ),x y  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน 2   

          ตอ้งการหาว่า มสีเกลาร ์ 1 2,a a  ทีท่ าให ้ ( ) 1 21 2,x y a v a v= +    หรอืไม ่

          หรอืกล่าวคอื ตอ้งการหาว่า ( ),x y  จะเขยีนเป็นการรวมเชงิเสน้ของ 1 2,v v  หรอืไม่ 

          พจิารณา ( ) ( ) ( )1 2, 1,0 0,1x y a a= +   
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                     ( )1 2,a a=   

ฉะนัน้ 1a x=  และ 
2a y=  ซึง่เป็นสเกลาร ์

ดงันัน้ ( ) ( ) ( ), 1,0 0,1x y x y= +   

นัน่คอื S  แผ่ทัว่ 2                                                                                                      

  
 

ตวัอย่าง 3.20  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  ให ้ ( ) ( )1 21,0,0 , 0,1,0v v= =  และ ( )3 0,0,1v =  จงพจิารณา

ว่าเซต  1 2 3, ,S v v v=  แผ่ทัว่ 3  หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้ ( ), ,x y z  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน 3   

          ตอ้งการหาว่า มสีเกลาร ์ 1 2 3, ,a a a  ทีท่ าให ้ ( ) 1 2 31 2 3, ,x y z a v a v a v= + +  หรอืไม่  

          พจิารณา ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , 1,0,0 0,1,0 0,0,1x y z a a a= + +   

                                 ( )1 2 3, ,a a a=  

          ฉะนัน้ 
1 2,a x a y= =  และ 3a z=  ซึง่เป็นสเกลาร ์

          ดงันัน้  ( ) ( ) ( ) ( ), , 1,0,0 0,1,0 0,0,1x y z x y z= + +   

          นัน่คอื S  แผ่ทัว่ 3                                                                                 

 

ตวัอย่าง 3.21 ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  ให ้ ( ) ( )1 21,2,3 , 0,1,0v v= =  และ ( )3 1,0,2v =  เซต 

 1 2 3, ,S v v v=  แผ่ทัว่ 3  หรอืไม่  

วิธีท า  ให ้ ( ), ,x y z  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน 3   

         ตอ้งการหาว่า มสีเกลาร ์ 1 2,a a  และ 3a  ทีท่ าให ้ ( ) 1 2 31 2 3, ,x y z a v a v a v= + +  หรอืไม่ 

         พจิารณา ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , 1, 2,3 0,1,0 1,0,2x y z a a a= + +   

                               ( )1 3 1 2 1 3, 2 ,3 2a a a a a a= + + +   

         จะได ้     
1 3a a x+ =                                                                                     

( )3.12   

                    1 22a a y+ =                                                                                    

( )3.13   

                   1 33 2a a z+ =                                                                                    

( )3.14   

        แกร้ะบบสมการหาค่าของ 1 2 3, ,a a a  โดย 
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       ( ) 1 33.12 2 : 2 2 2a a x + =                                                                         

( )3.15   

        ( ) ( ) 13.14 3.15 : 2a z x− = −   

         แทน 
1 2a z x= −  ใน ( )3.12  จะได ้ ( )3 2 3a x z x x z= − − = −   

        และแทน 
1 2a z x= −  ใน ( )3.13  จะได ้ ( )2 2 2 4 2a y z x x y z= − − = + −   

        โดยที ่ 1 2,a a  และ 3a  เป็นสเกลาร ์

        ดงันัน้ ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , 2 1,2,3 4 2 0,1,0 3 1,0,2x y z z x x y z x z= − + + − + −   

        นัน่คอื S  แผ่ทัว่ 3                                                                                              

  
 

       เซตของเวกเตอรท์ีแ่ผ่ทัว่ปรภิูมเิวกเตอร ์V  ไม่ไดม้เีพยีงเซตเดยีว เช่น จากตวัอย่าง 3.20 และ 

3.21 ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  จะไดว้่า 

( ) ( ) ( )1 2 31,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1v v v= = =  แผ่ทัว่ 3   

และนอกจากนี้ ( ) ( ) ( )1 2 31,2,3 , 0,1,0 , 1,0,2v v v= = =  กแ็ผ่ทัว่ 3  เช่นกนั 

 

ตวัอย่าง 3.22  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 4  ให ้ ( ) ( )1 21,2, 1,1 , 0,1, 4,2v v= − = −  และ ( )3 1,1,3, 1v = −   

จงหาว่าเซต  1 2 3, ,S v v v=  แผ่ทัว่ 4  หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้ ( ), , ,w x y z  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน 4   

          ตอ้งการหาว่า มสีเกลาร ์ 1 2,a a  และ 3a  ทีท่ าให ้ ( ) 1 2 31 2 3, , ,w x y z a v a v a v= + +  หรอืไม่  

          พจิารณา ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , , 1, 2, 1,1 0,1, 4,2 1,1,3, 1w x y z a a a= − + − + −   

          จะได ้          1 3a a W+ =   

                   
1 2 32a a a x+ + =   

                
2 34 3a a a y− − + =   

                   
1 2 32a a a z+ − =   

แกร้ะบบสมการหาค่าของ 1 2 3, ,a a a  โดยใชก้ารด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐานท ากบัเมทรกิซแ์ต่งเตมิ จะ

ได ้

               

1 0 1 1 0 1

2 1 1 0 1 1 2

1 4 3 0 0 0 4 7

1 2 1 0 0 0 2 3

w w

x x w
A B

y y x w

z z x w

   
   

− −
     =     − − + −
   

− − +   
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ซึง่ rank 4A B  =    

และ rank 2A=   

นัน่คอื rank A B     rank A   

ดงันัน้ ระบบสมการไม่มผีลเฉลย 

ฉะนัน้ S  ไม่แผ่ทัว่ 4                                                                                                   

 
 

      จากตวัอย่าง 3.22 จะไดว้่า ถา้ 4 7 0y x w+ − =  และ 2 3 0z x w− + =  แลว้ระบบสมการจะมผีล

เฉลยมากมาย เพราะว่า rank A B  =   rank A  จ านวนตวัแปรในระบบ หรอืกล่าวคอื S  แผ่ทัว่ 4   

 

ตวัอย่าง 3.23  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 2P  ก าหนดให ้ 2

1 1v x= +  และ 2

2 2v x x= + +  จงหาว่าเซต 

 1 2,S v v=  แผ่ทัว่ 2P  หรอืไม่  

วิธีท า  ให ้ 2v ax bx c= + +  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน 2P   

          ตอ้งการหาว่า มสีเกลาร ์ 1a  และ 2a  ทีท่ าให ้ 1 21 2v a v a v= +  หรอืไม่ 

          พจิารณา ( ) ( )2 2 2

1 21 2ax bx c a x a x x+ + = + + + +   

                                       2 2

1 1 2 2 22a x a a x a x a= + + + +   
                                       ( ) 2

1 2 2 1 22a a x a x a a= + + + +    

เทยีบสมัประสทิธิข์อง x  จะได ้

                             1 2a a a+ =                                                                             

( )3.16   

                                   2a b=                                                                             

( )3.17  

                           
1 22a a c+ =                                                                              

( )3.18   

แกร้ะบบสมการหาค่าของ 1 2,a a  โดยที ่ 2a b=  ใน ( )3.16  จะได ้

                                 
1a a b= −   

แทนค่า 
1a a b= −  และ 2a b=  ในสมการ ( )3.18  จะได ้ 

       2LHS a b b a b= − + = +   
และ RHS c=   
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ซึง่ LHS  อาจไม่จรงิกไ็ด ้เช่น ถา้ 2, 3a b= =  และ 1c =   

ฉะนัน้ S  ไม่แผ่ทัว่ 2P                                                                                                     

  
 

 

 

 

 

นิยาม 3.8  ให ้
1 2, ,..., nv v v  เป็นเวกเตอรใ์นปรภิูมเิวกเตอร ์V   

และ W = {𝑢|𝑢 เป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอร ์
1 2, ,..., nv v v } เรยีก W  ว่า ถกูแผ่ทัว่โดยเวกเตอร ์

1 2, ,..., nv v v  (space spanned by 
1 2, ,..., nv v v  ) และเขยีนแทนดว้ย  1 2, ,..., nW span v v v=  หรอื 

( )W span S=  เมื่อ  1 2, ,..., nS v v v=   

 

เช่น   จากตวัอย่าง 3.19 จะเหน็ว่า 2  ถูกแผ่ทัว่โดย S   

        นัน่คอื ( )2 span S=  เมื่อ ( ) ( ) 1,0 , 0,1S =   

จากตวัอย่าง 3.20 จะเหน็ว่า 3  ถูกแผ่ทัว่โดย S   

        นัน่คอื ( )3 span S=  เมื่อ ( ) ( ) ( ) 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1S =   

และจากตวัอย่าง 3.21 จะเหน็ว่า 3  ถูกแผ่ทัว่โดย S   

         นัน่คอื ( )3 span S=  เมื่อ ( ) ( ) ( ) 1,2,3 , 0,1,0 , 1,0,2S =   

 

ทฤษฎีบท 3.5  ถา้ S  แผ่ทัว่ปรภิูมเิวกเตอร ์ ,V S W  และ W V  แลว้ W  จะแผ่ทัว่ปรภิูมเิวกเตอร ์

V   
พิสูจน์  ให ้ v V   

          เนื่องจาก S  แผ่ทัว่ V  หรอื ( )V span S=   

          ดงันัน้ v  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ S   

          แต่เนื่องจากเวกเตอรท์ุกเวกเตอรใ์น S  เป็นสมาชกิของ W   

          ดงันัน้ v  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ W  ดว้ย 

          ฉะนัน้ จะไดว้่าW  แผ่ทัว่ V  หรอื ( )V span W=                                                         
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ทฤษฎีบท 3.6 ให ้  1 2, ,..., mS u u u=  และ  1 2, ,..., nS v v v =  เป็นเซตของเวกเตอรใ์นปรภิูมิ

เวกเตอร ์V  จะไดว้่า ( ) ( )span S span S =  กต็่อเมื่อ แต่ละเวกเตอรใ์น S  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ

เวกเตอรใ์น S   และกลบักนั แต่ละเวกเตอรใ์น 'S  เป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรใ์น S   

พิสูจน์ ( )→  ให ้ ( ) ( )'span S span S=   

                  สมมต ิ ( ); 1, 2,...,iu span S i m =   

                  กล่าวคอื iu  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 
1 2, ,..., mu u u   

                  เนื่องจาก ( ) ( )span S span S =   

                  ดงันัน้ ( )iu span S    

                กล่าวคอื iu  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 
1 2, ,..., nv v v   

                ฉะนัน้ แต่ละเวกเตอรใ์น S  จะเป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรใ์น S    

                ในท านองเดยีวกนั แต่ละเวกเตอรใ์น S   เป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรใ์น S  

 

         ( )  ใหแ้ต่ละเวกเตอรใ์น S  เป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรใ์น S    

                 และในทางกลบักนั แต่ละเวกเตอรใ์น S   เป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรใ์น S   

                 จะพสิจูน์ว่า ( ) ( )'span S span S=   

                 ให ้ ( )x span S   

                 จะได ้ x  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 1 2, ,..., mu u u   

                 นัน่คอื 
1 21 2 ... mmx c u c u c u= + + +  โดยที ่

1 2, ,..., mc c c  เป็นสเกลาร ์

                 และแต่ละ iu  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 
1 2, ,..., nv v v   

                 จะได ้ 1 21 2 ...i ni i inu d v d v d v= + + +  โดยที ่ 1,2,...,i m=   

                 และ 
1 2, ,...,i i ind d d  เป็นสเกลาร ์

                ดงันัน้ ( ) ( )1 2 1 21 11 12 1 2 21 22 2... ...n nn nx c d v d v d v c d v d v d v= + + + + + + +   

                             ( )1 21 2 ... nm m m mnc d v d v d v+ + + + +  

                           ( ) ( )1 21 11 2 21 1 1 12 2 22 2... ...m m m mc d c d c d v c d c d c d v= + + + + + + +                                                      

                             ( )1 1 2 2 ... nn n m mnc d c d c d v+ + + + +   

               กล่าวคอื x  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 1 2, ,..., nv v v   

               นัน่คอื ( )x span S    

               ฉะนัน้ ( ) ( )span S span S    
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               ในท านองเดยีวกนั  กส็ามารถพสิจูน์ไดว้่า ( ) ( )span S span S    

               สรุปไดว้่า ( ) ( )span S span S                                                                        

 
 

ทฤษฎีบท 3.7  ก าหนดเวกเตอร ์
1 2 1, ,..., ,n nv v v v +

 ในปรภิูมเิวกเตอร ์V   

ถา้  1 2, ,..., nW span v v v=  แลว้  1 2 1, ,..., ,n nW span v v v v +=    

พิสูจน์  ให ้  1 2, ,..., nW span v v v=   

          จะไดว้่า ทุกเวกเตอรใ์น W  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 
1 2, ,..., nv v v   

           สมมต ิw W  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ  

        จะได ้
1 21 2 ... nnw c v c v c v= + + +   

        หรอื 
1 2 11 2 ... 0n nnw c v c v c v v += + + + +   

        นัน่คอื ทุกเวกเตอรใ์น W  จะเป็นการรวมเชงิเสน้ของ 
1 2 1, ,..., ,n nv v v v +

  

        ดงันัน้  1 2 1, ,..., ,n nW span v v v v +=                                                                         

 
 

3.6 อิสระเชิงเส้น (Linearly Independent) 

นิยาม 3.9 ให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นเซตย่อยของ V  และ 
1 2, ,..., na a a   

เป็นสเกลาร ์

         ถา้ 
1 21 2 ... 0nna v a v a v+ + + =  แลว้ 

1 2 0na a a= = = =  จะเรยีก S  ว่าเป็นอิสระเชิงเส้น 

(Linearly Independent) 

         ถา้ 
1 21 2 ... 0nna v a v a v+ + + =  และ มจี านวนเตม็ i  บางตวัที ่ 0ia   แลว้จะเรยีก S  ว่าไม่

เป็นอิสระเชิงเส้น (Linearly Dependent) 

 

ตวัอย่าง 3.24  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 2  ก าหนดให ้ ( )1 0,2v =  และ ( )2 2,1v =  จงพจิารณาว่าเซต 

 1 2,S v v=  เป็นอสิระเชงิเสน้หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้ 1 21 2 0a v a v+ =  โดยที ่ 1 2,a a    

          จะไดว้่า ( ) ( ) ( )1 20,2 2,1 0,0a a+ =   

                   ( ) ( ) ( )1 2 20,2 2 , 0,0a a a+ =   

                         ( ) ( )2 2 22 ,2 0,0a a a+ =   
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           นัน่คอื                      22 0a =                                                                     

( )3.19   

                                   2 22 0a a+ =                                                                     

( )3.20   

แกร้ะบบสมการหาค่าของ 1 2,a a  โดย 
        ( ) 23.19 2 : 0a =   

แทน 2 0a =  ใน ( )3.20  จะได ้ ( )1

1
0 0 0

2
a = − =   

ดงันัน้ 
1 2 0a a= =   

ฉะนัน้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                                              

 
 

 

ตวัอย่าง 3.25  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  ก าหนดให ้ ( ) ( )1 21,1,1 , 1,2, 1v v= = − −  และ ( )3 3,0,2v =   

จงพจิารณาว่าเซต  1 2 3, ,S v v v= เป็นอสิระเชงิเสน้หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้
1 2 31 2 3 0a v a v a v+ + =  โดยที ่ 

1 2 3, ,a a a    

          จะไดว้่า ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31,1,1 1,2, 1 3,0,2 0,0,0a a a+ − − + =   

                    ( ) ( )1 2 3 1 2 1 2 33 , 2 , 2 0,0,0a a a a a a a a− + + − + =  

          นัน่คอื         1 2 33 0a a a− + =                                                                        

( )3.21   

                                
1 22 0a a+ =                                                                        

( )3.22   

                          
1 2 32 0a a a− + =                                                                        

( )3.23   

แกร้ะบบสมการหาค่าของ 1 2 3, ,a a a  โดย 
                   ( ) ( ) 33.21 3.23 : 0a− =   

           แทน 3 0a =  ใน ( )3.21  จะได ้

                           
1 2 0a a− =                                                                               

( )3.24   

        ( ) ( ) 23.22 3.24 : 3 0a− =  หรอื 2 0a =   
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แทน 
2 30, 0a a= =  ใน ( )3.21  จะได ้ ( )1 0 0 3 0 0a = + − =   

ดงันัน้ 
1 2 3 0a a a= = =   

ฉะนัน้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                                              

 
 

ตวัอย่าง 3.26  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  ก าหนดให ้ ( ) ( )1 22,3,4 , 1,4,3v v= =  และ ( )3 1, 1,1v = −   

จงพจิารณาว่าเซต  1 2 3, ,S v v v=  เป็นอสิระเชงิเสน้หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้ 
1 2 31 2 3 0a v a v a v+ + =  โดยที ่

1 2 3, ,a a a    

          จะได ้ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32,3,4 1,4,3 1, 1,1 0,0,0a a a+ + − =   

                 ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 32 ,3 4 ,4 3 0,0,0a a a a a a a a a+ + + − + + =   

          นัน่คอื          
1 2 32 0a a a+ + =                                                                       

( )3.25   

                          
1 2 33 4 0a a a+ − =                                                                       

( )3.26   

                          
1 2 34 3 0a a a+ + =                                                                       

( )3.27   

แกร้ะบบสมการหาค่าของ 1 2 3, ,a a a  โดย 

( ) ( ) 1 23.25 3.26 : 5 5 0a a+ + =  หรอื 1 2a a= −   

 

แทน 1 2a a= −  ใน ( )3.27  จะได ้
2 2 34 3 0a a a− + + =   

                                                   2 3 0a a− + =   

                                                           
3 2a a=   

เนื่องจาก 2a  เป็นสเกลาร ์

ถา้ให ้
2a t=  โดยที ่ t   

จะได ้
1a t= −  และ 

3a t=   

เช่น ให ้
2 1a =  จะได ้

1 1a = −  และ 
3 1a =   

ฉะนัน้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                                           
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ตวัอย่าง 3.27  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 2P  ก าหนดให ้ 2 2

1 22 1, 1v x x v x= + + = −  และ 2

3v x x= −   

จงพจิารณาว่าเซต  1 2 3, ,S v v v=  เป็นอสิระเชงิเสน้หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้
1 2 31 2 3 0a v a v a v+ + =  โดยที ่

1 2 3, ,a a a    

         จะได ้ ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 32 1 1 0a x x a x a x x+ + + − + − =   

         ( ) ( ) ( )2

1 2 3 1 3 1 22 0a a a x a a x a a+ + + − + − =   

เทยีบสมัประสทิธิข์อง x  จะได ้ 

                      
1 2 3 0a a a+ + =                                                                            

( )3.28   

                           
1 32 0a a− =                                                                            

( )3.29  

                            
1 2 0a a− =                                                                             

( )3.30   

แกร้ะบบสมการหาค่าของ 1 2 3, ,a a a  โดยที ่ ( )3.30  จะได ้

                                  1 2a a=                                                                             

( )3.31   

แทน 1 2a a=  ใน ( )3.28  จะได ้

                           
1 32 0a a+ =                                                                             

( )3.32   

( ) ( ) 13.29 3.32 : 4 0a+ =  หรอื 1 0a =   

แทน 1 0a =  ใน ( )3.29  และ ( )3.31  จะได ้ 3 0a =  และ 1 0a =  ตามล าดบั 

นัน่คอื 
1 2 3 0a a a= = =   

ดงันัน้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                                              

  
 

 

ตวัอย่าง 3.28  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 4  ให ้ ( ) ( )1 21,2,5, 1 , 7, 1,5,8v v= − = −  และ ( )3 2, 1,0,3v = −   

จงพจิารณาว่าเซต  1 2 3, ,S v v v=  เป็นอสิระเชงิเสน้หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้ 1 2 31 2 3 0a v a v a v+ + =  โดยที ่
1 2 3, ,a a a    

         จะได ้ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31,2,5, 1 7, 1,5,8 2, 1,0,3 0,0,0a a a− + − + − =   
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          นัน่คอื                   1 2 37 2 0a a a+ + =  

                                       1 2 32 0a a a− − =    

                                            1 25 5 0a a+ =   

                                    
1 2 38 3 0a a a− + + =   

แกร้ะบบสมการเชงิเสน้แบบเอกพนัธุห์าค่าของ 1 2 3, ,a a a  โดยใชก้ารด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐานท า

กบั 

เมทรกิซส์มัประสทิธิ ์จะได้ 

             

2 2 1

3 3 1

4 4 1

21 7 2 1 7 2

52 1 1 0 15 5

5 5 0 0 30 10

1 8 3 0 15 5

R R R

R R R
A

R R R

→ −   
   → −− − − −
   =
   − −
   

→ +−   

  

                                       
3 3 2

4 4 2

1 7 2
2

0 15 5

0 0 0

0 0 0

R R R

R R R

 
→ −  

− −
 
 

→ +  
 

  

                                          2 2

1 7 2
1

0 3 1
5

0 0 0

0 0 0

R R

 
 

→ −
 
 
 
 

  

ซึง่ rank 2A=   

และจ านวนตวัแปร 3=   

นัน่คอื rank A  จ านวนตวัแปรในระบบ 

ดงันัน้ ระบบสมการมผีลเฉลยมากมาย 

จากเมทรกิซส์ุดทา้ย จะได ้ 

               1 2 37 2 0a a a+ + =   

                       
2 33 0a a+ =   

ถา้ให ้
3a t=  โดยที ่ t   

จะได ้ 3
2

3 3

a t
a = − = −   

และ ( )1 2 37 2 7 2
3 3

t t
a a a t

 
= − − = − − − = 

 
  

เช่น ให ้
3 1a =  จะได ้ 1

1

3
a =  และ 2

1

3
a = −   

ฉะนัน้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                                           
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ตวัอย่าง 3.29  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ n  ใหเ้วกเตอรห์นึ่งหน่วยมาตรฐาน ( )1 1,0,...,0

n

e =

ตัว

  

( ) ( )2 0,1,...,0 ,..., 0,0,...,1ne e= =  จงพจิารณาว่าเซต  1 2, ,..., nS e e e=  เป็นอสิระเชงิเสน้หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้
1 21 2 0nna e a e a e+ + + =  โดยที ่

1 2, ,..., na a a    

         จะได ้ ( ) ( ) ( ) ( )1 21,0,...,0 0,1,...,0 0,0,...,1 0,0,...,0na a a+ + + =   

         หรอื ( ) ( )1 2, ,..., 0,0,...,0na a a =   

         นัน่คอื 
1 2 ... 0na a a= = = =   

         ดงันัน้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                                     

 
 

ตวัอย่าง 3.30  ในปรภิูมเิวกเตอร ์
2 2M 

 ก าหนดให ้ 1 0 0 1 0 1
, ,

0 0 0 0 1 0
A B C

     
= = =     
     

 และ 

2 3

5 0
D

 
=  

− 
 จงพจิารณาว่าเซต  , , ,S A B C D=  เป็นอสิระเชงิเสน้หรอืไม่ 

วิธีท า  ให ้
1 2 3 4 0a A a B a C a D+ + + =  โดยที ่

1 2 3, ,a a a    

          จะได ้ 1 2 3 4

1 0 0 1 0 1 2 3 0 0

0 0 0 0 1 0 5 0 0 0
a a a a
         

+ + + =         
−         

  

           หรอื               
1 42 0a a+ =   

                         
2 3 43 0a a a+ + =   

                               
3 45 0a a− =   

แกร้ะบบสมการเชงิเสน้แบบเอกพนัธุ ์

1

2

3

4

1 0 0 2 0

0 1 1 3 0

0 0 1 5 0

0 0 0 0 0

a

a

a

a

    
    
    =
    −
    

    

 เพือ่หาค่าของ 1 2 3, ,a a a   

โดยสงัเกตเหน็ว่า เมทรกิซส์มัประสทิธิเ์ป็นเมทรกิซข์ ัน้บนัไดตามแถว 

จะไดว้่า rank 3A=   

และ จ านวนตวัแปร 4=   

นัน่คอื rank A  จ านวนตวัแปรในระบบ 

ดงันัน้ ระบบสมการมผีลเฉลยมากมาย 

ถา้ให ้
4a t=  โดยที ่ t   
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จะได ้ 3 45 5a a t= =   

       
2 3 43 5 3 8a a a t t t= − − = − − = −   

และ 
1 42 2a a t= − = −   

เช่น ให ้
4 1a =  จะได ้

1 22, 8a a= − = −  และ 3 5a =   

ฉะนัน้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                                          

 
 

ทฤษฎีบท 3.8  ให ้ S  เป็นเซตของเวกเตอรใ์นปรภิูมเิวกเตอร ์V   

           1. ถา้ 0 S  แลว้ S  จะไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ 

           2. ถา้  S v=  และ 0v   แลว้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

           3. ถา้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้และ S S  แลว้ S   จะไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ 

           4. ถา้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้และ S S   แลว้ S   จะเป็นอสิระเชงิเสน้ 

พิสูจน์  1. ให ้0 S   

              จะไดว้่า 0 0a =  ทุกสเกลาร ์ 0a    

              ดงันัน้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

          2. ให ้  S v=  และ 0v    

              จะไดว้่า 0av =  กต็่อเมือ่ 0a =   

              ดงันัน้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

           3. ให ้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ 

               นัน่คอื จะมสีเกลาร ์
1 2, ,..., na a a  ซึง่ไม่เป็นศูนยท์ัง้หมด ทีท่ าให ้ 

                      
1 21 2 ... 0nna v a v a v+ + + =  โดยที ่

1 2, ,..., nv v v S   

               แต่ S S   

               ดงันัน้ 1 2, ,..., nv v v S   

               ฉะนัน้ S   ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ 

           4. ให ้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ และ S S    

               สมมต ิ S   ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้  

               จากขอ้ 3 จะได ้ S  ไมอ่สิระเชงิเสน้  ซึง่ขดัแยง้ 

               ดงันัน้ S   เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                   
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ทฤษฎีบท 3.9 ถา้  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นเซตของเวกเตอรใ์นปรภิูมเิวกเตอร ์V  โดยที ่ 2n   และ 

0 S  แลว้ S   ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ กต็่อเมื่อม ี kv  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 1 2 1, ,..., kv v v −  ส าหรบั k  

บางตวัทีม่ากกว่า 1 

พิสูจน์  ( )→  สมมตวิ่า S   ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ 

                  นัน่คอื จะมสีเกลาร ์
1 2, ,..., na a a  บางตวัไม่เท่ากบัศูนย ์ทีท่ าให ้ 

                            
1 21 2 ... 0nna v a v a v+ + + =   

                   ให ้ j  เป็นจ านวนเตม็บวกทีม่คี่ามากทีสุ่ดใน  1,2,3,...,n  ที ่ 0ja    

                   สมมต ิ 1j =   

                   จะไดว้่า 
11 0a v =  และ 1 0a    

                   ดงันัน้ 1 0v =  ซึง่ขดักบัทีก่ าหนด 0 S   

                   ฉะนัน้ 1j   และ 11 2
1 2 1

j

j j

j j j

aa a
v v v v

a a a

−

−= − − −   

          ( )  ให ้ 1k   และ kv  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 1 2 1, ,..., kv v v −   

                  จะไดว้่า 
1 2 11 2 1...k kkv a v a v a v −−= + + +   

                  ดงันัน้ 
1 2 11 2 1... 0k kka v a v a v v−−+ + + − =   

                  ฉะนัน้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                  

 

 

 

 

 

 

ตวัอย่าง 3.31  ก าหนด  1 2 3, ,S v v v=  โดยที ่ 1 2

1 5

2 , 6

3 1

v v

   
   

= − =
   
   −   

 และ 3

3

2

1

v

 
 

=
 
  

  

จงแสดงว่า S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ 

พิสูจน์  ตอ้งการหาว่าเวกเตอร ์ 1v  เป็นการรวมเชงิเสน้ขอ 2v  และ 3v  หรอืไม่ 

          โดยพจิารณาจาก 1 2 3v av bv= +  โดยที ่ ,a b  เป็นสเกลาร ์
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          จะได ้           
1 5 3

2 6 2

3 1 1

a b

     
     
− = +
     
     −     

  

          นัน่คอื         5 3 1a b+ =   

                          
6 2 2

3

a b

a b

+ = −

− + =
  

แกร้ะบบสมการหาค่าของ ,a b  โดยใชก้ารด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐานท ากบัเมทรกิซแ์ต่งเตมิ จะได้ 

                     
5 3 1 1 0 1

6 2 2 0 1 2

1 1 3 0 0 0

A B

−   
   

  = −     
   −   

  

ซึง่ rank 2A B  =    

    rank 2A=   

และ จ านวนตวัแปร 2=   

นัน่คอื rank A B  =   rank A=  จ านวนตวัแปรในระบบ 

ดงันัน้ ระบบสมการจะมผีลเฉลยเพยีงผลเฉลยเดยีว คอื 1a = −  และ 2b =   

หรอืกล่าวคอื 1 2 32v v v= − +   

ฉะนัน้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                                        

 

ทฤษฎีบท 3.10  ก าหนด   1 2, ,..., n

kS v v v=   ถา้ k n  แลว้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ 

พิสูจน์  ให ้  ( )1 11 12 1, ,..., nv v v v=   

                
( )

( )

2 21 22 2

1 2

, ,...,

, ,...,

n

k k k kn

v v v v

v v v v

=

=

  

พจิารณาสมการ 1 21 2 0kka v a v a v+ + + =   

 

หรอื      
1 11 2 21 1 0k ka v a v a v+ + + =   

           
1 12 2 22 2

1 1 2 2

0

0

k k

n n k kn

a v a v a v

a v a v a v

+ + + =

+ + + =

  

เป็นระบบสมการเชงิเสน้แบบเอกพนัธุท์ีม่ ี n  สมการ k  ตวัแปร คอื 1 2, ,..., ka a a   

เนื่องจาก k n   

ดงันัน้ ระบบสมการจะมผีลเฉลยมากมาย 
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ฉะนัน้ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้                                                                                         

 
 

ตวัอย่าง 3.32  ให ้   2

1 2 3, ,S v v v=   โดยที ่ ( ) ( ) ( )1 2 31,2 , 3,4 , 0,1v v v= = − =   

จงพจิารณาว่าเซต S   เป็นอสิระเชงิเสน้หรอืไม่ 

วิธีท า  เนื่องจาก S  มสีมาชกิ 3 ตวั  

         จะได ้ 3k =  และ 2n =   

         นัน่คอื k n   

         ดงันัน้ จากทฤษฎบีท 3.10 สรุปไดว้่า S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้                                            

 
 

ตวัอย่าง 3.33  ให ้  1 2 3 4 3 1, , ,S v v v v M =   โดยที ่ 1 2 3

1 0 1

2 , 1 , 1

3 5 2

v v v

−     
     

= = =
     
     −     

 และ 4

3

3

4

v

 
 

=
 
  

 

จงพจิารณาว่าเซต S  เป็นอสิระเชงิเสน้หรอืไม่ 

วิธีท า   เนื่องจาก S  เป็นเซตของเวกเตอรใ์นปรภิูมเิวกเตอร ์ 3 1M   และ S  มสีมาชกิ 4 ตวั 

           จะได ้ 4k =  และ 3n =   

           นัน่คอื k n   

            ดงันัน้ จากทฤษฎบีท 3.10 สรุปไดว้่า S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้                                         

     
 

 

 

 

                                            แบบฝึกหดับทท่ี 3 
 

1. จงพจิารณาว่าขอ้ต่อไปนี้เป็นปรภิูมเิวกเตอรห์รอืไม่ ถ้าเป็นจงพสิูจน์ แต่ถา้ไม่เป็น ใหบ้อกว่าขาด

สมบตัขิอ้ใด  

    1.1 เซตของ 3 อนัดบัของจ านวนจรงิทีอ่ยู่ในรูปแบบ ( ), ,x y z  โดยมนีิยามการบวกเวกเตอรแ์ละการ
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คณู    

         เวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้ 
         ( ) ( ) ( ), , ', ', ' ', ', 'x y z x y z x x y y z z+ = + + +   

         และ ( ) ( ), , , ,k x y z kx y z=   

    1.2 เซตของ 3 อนัดบัของจ านวนจรงิทีอ่ยู่ในรูปแบบ ( ), ,x y z  โดยมนีิยามการบวกเวกเตอรแ์ละการ

คณู  

         เวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้ 
        ( ) ( ) ( ), , ', ', ' ', ', 'x y z x y z x x y y z z+ = + + +   

         และ  ( ) ( ), , 0,0,0k x y z =   

    1.3 เซตของคู่อนัดบัของจ านวนจรงิทีอ่ยู่ในรูปแบบ ( ), 0x  กบันิยามการบวกเวกเตอรแ์ละการคณู

เวกเตอร ์ 

         ดว้ยสเกลารบ์น 2   

    1.4 เซตของคู่อนัดบัของจ านวนจรงิทีอ่ยู่ในรูปแบบ ( ),x y  โดยที ่ 0x   กบันิยามการบวกเวกเตอร์

และ  

         การคณูเวกเตอรด์ว้ยสเกลารบ์น 2   

    1.5 เซตของคู่อนัดบัของจ านวนจรงิทีอ่ยู่ในรูปแบบ ( ),x y  โดยมนีิยามการบวกเวกเตอรแ์ละการคณู  

         เวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้ 
         ( ) ( ) ( ), ', ' ' 1, ' 1x y x y x x y y+ = + + + +   

          และ ( ) ( ), ,k x y kx ky=   

     1.6 เซตของคู่อนัดบัของจ านวนจรงิทีอ่ยู่ในรูปแบบ ( ),x y  โดยมนีิยามการบวกเวกเตอรแ์ละการคณู 

          เวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้ 
          ( ) ( ) ( ), ', ' ' 1, ' 1x y x y x x y y+ = + + + +   

           และ ( ) ( ), ,k x y x ky=   

      1.7 เซตของเมทรกิซ ์ 2 2  ทีอ่ยู่ในรูปแบบ 
1

1

a

b

 
 
 

  กบันิยามการบวกและการคณูเมทรกิซ์

ตามปกต ิ

      1.8 เซตของเมทรกิซ ์ 2 2  ทีอ่ยู่ในรูปแบบ 
0

0

a

b

 
 
 

 กบันิยามการบวกและการคณูเมทรกิซ์

ตามปกต ิ
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1.9 เซตของฟังกช์นัค่าจรงิ f  บนจ านวนจรงิซึง่ ( )1 0f =  โดยมนีิยามการบวกเวกเตอรแ์ละการคณู  

           เวกเตอรด์ว้ยสเกลารด์งันี้ 
           ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = +   

            และ ( )( ) ( )k f x kf x=   

     1.10 เซตของเมทรกิซ ์ 2 2  ทีอ่ยู่ในรูปแบบ a a b

a b b

+ 
 

+ 
 กบันิยามการบวกและการคณูเมท

รกิซ ์ 

           ตามปกต ิ

 

2. จงพจิารณาว่า W  ในขอ้ใดต่อไปนี้เป็นปรภิูมยิ่อยของ 3   

       2.1 ( ) 0, , ,W y z y z=    

       2.2 ( ) , , , , ; 1W x y z x y z x y z=  + + =   

       2.3 ( ) , , 2W a a a a=    

       2.4 ( ) ,0,0W a a=    

       2.5 ( ) ,1,1W a a=    

       2.6 ( ) , , , , ;W a b c a b c b a c=  = +   

       2.7 ( ) , , , , ; 1W a b c a b c b a c=  = + +   

 

3. จงพจิารณาว่า W  ในขอ้ใดต่อไปนี้เป็นปรภิูมยิ่อยของ 
2 2M 

  

      3.1 , , ,
a b

W a b c d
c d

  
=   

  
 (  คอืเซตของจ านวนเตม็) 

      3.2 0
a b

W a b
c d

  
= + =  

  
  

 

4. จงพจิารณาว่า W  ในขอ้ใดต่อไปนี้เป็นปรภิูมยิ่อยของ 3P   

      4.1  3

0 1 2 3 0 0W a a x a x a x a= + + + =   

      4.2  3

0 1 2 3 0 1 2 3 0W a a x a x a x a a a a= + + + + + + =   

      4.3  3

0 1 2 3 0 1 2 3, , ,W a a x a x a x a a a a= + + +    
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      4.4  0 1 0 1,W a a x a a= +    

 

5. จงหาว่า 1 2 0 1
,

1 3 2 4

   
   
−   

 และ 4 2

0 2

− 
 

− 
 เป็นการรวมเชงิเสน้ของขอ้ใดบา้งจากขอ้ 5.1-5.4 

       5.1 6 3

0 8

 
 
 

                                                               5.2 1 7

5 1

− 
 
 

  

       5.3 0 0

0 0

 
 
 

                                                               5.4 6 1

8 8

− 
 
− − 

  

 

6. จงหาว่าเวกเตอร ์ ( )1, 1,3−  และ ( )2,4,0  เป็นการรวมเชงิเสน้ของขอ้ใดบา้งจากขอ้ 6.1-6.4 

      6.1 ( )3,3,3                                                                  6.2 ( )4,2,6   

      6.3 ( )1,5,6                                                                  6.4 ( )0,0,0    

 

7. จงพจิารณาว่าเซตในขอ้ใดต่อไปนี้แผ่ทัว่ 3   

      7.1 ( ) ( ) ( ) 1,1,1 , 0,1,1 , 0,1, 1−                    7.2 ( ) ( ) 1,2,3 , 0,1,1   

      7.3 ( ) ( ) ( ) ( ) 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1 , 1,1,1          7.4 ( ) ( ) ( ) 1,1,1 , 2,2,0 , 3,0,0   

      7.5 ( ) ( ) ( ) 2, 1,3 , 4,1,2 , 8, 1,8− −                7.6 ( ) ( ) ( ) ( ) 3,1,4 , 2, 3,5 , 5, 2,9 , 1,4, 1− − −   

      7.7 ( ) ( ) ( ) ( ) 1,3,3 , 1,3,4 , 1,4,3 , 6,2,1          7.8 ( ) ( ) ( ) 2,2,2 , 0,0,3 , 0,1,1   

      7.9 ( ) ( ) ( ) 4,2,1 , 2,6, 5 , 1, 2,3− −                 7.10 ( ) ( ) ( ) ( ) 1,1,0 , 0,2,3 , 1,2,3 , 3,6,6   

 

8. จงพจิารณาว่าเซตในขอ้ใดต่อไปนี้แผ่ทัว่ 2P   

     8.1  2 2 2 21 2 ,3 ,5 4 , 2 2 2x x x x x x x+ − + + − − + −   

     8.2  2 1, 2t t+ +   

     8.3  2 22 3 4 , 8 12 16x x x x+ − − − +   

 

9. ให ้ ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) 0,1,1 , 0,2, 1 , 0,1,2 , 0,2,3 , 0,3,1S T= − =  และ ( ) 0, , ,W b c b c=   จง

แสดงว่า 

       9.1 S  แผ่ทัว่ W                                           9.2  T แผ่ทัว่ W   

 

10 จงพจิารณาว่า เซตของเวกเตอรใ์น 3  ทีก่ าหนดใหต้่อไปนี้ เป็นเซตไม่อสิระเชงิเสน้ 
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       10.1 ( ) ( ) ( ) 2, 1,4 , 3,6,2 , 2,10, 4− −                10.2 ( ) ( ) ( ) 3,1,1 , 2, 1,5 , 4,0, 3− −   

       10.3 ( ) ( ) 6,0, 1 , 1,1,4−                                10.4 ( ) ( ) ( ) ( ) 1,3,3 , 0,1,4 , 5,6,3 , 7,2, 1−   

       10.5 ( ) ( ) ( ) ( ) 1,1,0 , 0,2,3 , 1,2,3 , 3,6,6           10.6 ( ) ( ) ( ) 2,0,0 , 0,2,0 , 0,0,2   

       10.7 ( ) ( ) 1,6, 12 , 1/ 3, 2,4− − −                      10.8 ( ) ( ) ( ) ( ) 1,1,0 , 0,2,3 , 1,2,3 , 0,0,0   

       10.9 ( ) ( ) ( ) 1, 2,3 , 2, 2,0 , 0,1,7− −                  10.10 ( ) ( ) ( ) 1,2, 3 , 1, 3,2 , 2, 1,5− − −   

 

11. จงพจิารณาว่าเซตของเวกเตอรใ์น 4  ทีก่ าหนดใหข้อ้ใดต่อไปนี้ เป็นเซตไม่อสิระเชงิเสน้  

       11.1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1,2,1, 2 , 0, 2, 2,0 , 0,2,3,1 , 3,0, 3,6− − − −   

       11.2 ( ) ( ) ( ) ( ) 4, 4,8,0 , 2,2,4,0 , 6,0,0,2 , 6,3, 3,0− −   

       11.3 ( ) ( ) ( ) 4,4,0,0 , 0,0,6,6 , 5,0,5,5−   

       11.4 ( ) ( ) ( ) ( ) 3,0,4,1 , 6,2, 1,2 , 1,3,5,1 , 3,7,8,3− − −   

       11.5 ( ) ( ) 1,2,3,4 , 4,3,2,1   

       11.6 ( ) ( ) ( ) 1,3, 1,4 , 3,8, 5,7 , 2,9,4,23− −   

       11.7 ( ) ( ) ( ) 1,2,5, 1 , 7, 1,5,8 , 2, 1,0,3− − −   

       11.8 ( ) ( ) 1,2,3, 4 , 5,10,15, 20− − − −   

 

12. จงพจิารณาว่าเซตของเวกเตอรใ์น 2P  ทีก่ าหนดใหข้อ้ใดต่อไปนี้ เป็นเซตไม่อสิระเชงิเสน้ 

       12.1  2 2 22 4 ,3 6 2 ,2 10 4x x x x x x− + + + + −   

       12.2  2 2 23 ,2 5 ,4 3x x x x x+ + − + −   

       12.3  2 26 ,1 4x x x− + +   

       12.4  2 2 2 21 3 3 , 4 ,5 6 3 ,7 2x x x x x x x x+ + + + + + −   

       12.5  2 1, 2, 3t t t+ − +   

       12.6  2 23, , 2t t t t+ +   

       12.7  2 23 5,2 1, 13t t t t t+ − + + +   

       12.8  2 2 22 , 2 ,2 2 3x x x x x x+ + + + +   

 

13.  จงพจิารณาว่าเซตของเวกเตอรใ์น 3P  ทีก่ าหนดใหข้อ้ใดต่อไปนี้ เป็นเซตไม่อสิระเชงิเสน้ 

       13.1  3 2 3 2 3 24 2 3, 2 4 1,2 3 5t t t t t t t t t+ + + + + − − − +   

       13.2  3 2 3 2 3 25 2 3, 4 3 4,2 7 7 9t t t t t t t t t− − + − − + − − +   
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14. จงพจิารณาว่าเซตของเวกเตอรใ์น 
2 2M 

 ทีก่ าหนดใหข้อ้ใดต่อไปนี้ เป็นเซตไม่อสิระเชงิเสน้ 

         14.1 1 1 1 0 0 3 4 6
, , ,

2 1 0 2 2 1 8 6

        
        
        

  

         14.2 1 1 2 3 3 1 2 2
, , ,

1 1 1 2 2 1 1 1

        
        
        

  

         14.3 1 1 1 0 1 1
, ,

1 1 0 1 0 0

      
      
      

  

         14.4 1 2 3 1 1 5
, ,

3 1 2 2 4 0

 − −      
      

−      
  

 

15. จงพจิารณาว่าเซตของเวกเตอรใ์น 
2 3M 

 ทีก่ าหนดใหข้อ้ใดต่อไปนี้ เป็นเซตไม่อสิระเชงิเสน้ 

         15.1 1 2 3 1 1 4 3 8 7
, ,

2 4 1 4 5 2 2 10 1

 − − −      
      

− − −      
  

         15.2 2 1 1 1 1 3 4 1 2
, ,

3 2 4 2 0 5 1 2 3

 − − −      
      

− − −      
  

 

16. จงพจิารณาว่าเซตของเวกเตอรข์องฟังกช์นัค่าจรงิแบบต่อเนื่องขอ้ใดต่อไปนี้ เป็นเซตไม่อสิระเชงิ

เสน้ 

         16.1  cos ,sin ,t t t   

         16.2  , ,sintt e t   

         16.3  2, ,tt e t   

         16.4  2 22,4sin ,cosx x   

         16.5  , cosx x   

         16.6  1,sin ,sin 2x x   

        16.7  2 2cos 2 ,sin ,cosx x x   

        16.8 ( ) 2 21 , 2 ,3x x x+ +   

        16.9  20, ,x x   
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                                      ผลเฉลยแบบฝึกหดับทท่ี 3  
 

1.   1.1  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะขาดสมบตัขิอ้ 8  

     1.2  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะขาดสมบตัขิอ้ 10 

     1.3  เป็นปรภิูมเิวกเตอร์ 

     1.4  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะขาดสมบตัขิอ้ 5 และ 6 

     1.5  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะขาดสมบตัขิอ้ 8 

     1.6  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะขาดสมบตัขิอ้ 8 

     1.7  ไม่เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์เพราะขาดสมบตัขิอ้ 1,4,5 และ 6 

     1.8  เป็นปรภิูมเิวกเตอร์ 

     1.9  เป็นปรภิมูเิวกเตอร ์

     1.10 เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์

 

2.        2.2, 2.3, 2.4, 2.6 

3.        3.2 

4.        4.1, 4.2, 4.4 

5.        5.1, 5.3, 5.4 

6.        6.1, 6.2, 6.4 

7.        7.1, 7.3, 7.4, 7.7, 7.8, 7.9, 7.10 

8.        8.3 

10.      10.4, 10.5, 10.7, 10.8 

11.      11.6, 11.7, 11.8 

12.      12.4, 12.7, 12.8 

13.      13.2 

14.      14.1, 14.4 

15.      15.1 

16.       16.4, 16.7, 16.8, 16.9 
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