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                                                    บทท่ี 4 

                                 ฐานหลกัและมิติของปริภมิูเวกเตอร ์

 

           ฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอรเ์ป็นโครงสรา้งทีส่ าคญัในการอธบิายสมบตัติ่าง ๆ ของปรภิูมิ

เวกเตอรใ์นบทน้ีจะกล่าวถงึนิยามและทฤษฎบีทเกี่ยวกบัฐานหลกั การหาฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอร ์

และฐานหลกัของปรภิูมยิ่อยของปรภิูมเิวกเตอร ์จากบททีแ่ลว้ ไดศ้กึษาเกีย่วกบัเซตทีแ่ผ่ทัว่ปรภิูมิ

เวกเตอร ์และเซตทีเ่ป็นหรอืไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ โดยทราบว่า ถา้เซตใดแผ่ทัว่ปรภิูมเิวกเตอร ์แลว้

หมายความว่า เซตนัน้จะมเีวกเตอรม์ากพอทีจ่ะท าใหเ้กดิปรภิูมเิวกเตอร ์และเซตใดเป็นอสิระเชงิเสน้ใน

ปรภิูมเิวกเตอร ์แลว้แสดงว่าเซตนัน้มเีวกเตอรช์นิดทีไ่ม่เป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรอ์ื่น แต่ถา้เซต

ของเวกเตอรใ์ดมสีมบตัทิัง้ 2 อย่างนี้ แลว้จะไดว้่า เซตนัน้มเีวกเตอรเ์ฉพาะทีจ่ าเป็นทีจ่ะแผ่ทัว่ปรภิูมิ

เวกเตอรเ์ท่านัน้ 

 

4.1 ฐานหลกั (Basis) 

นิยาม 4.1 ให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรบ์นฟีลด ์ F  และ  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นเซตของเวกเตอรใ์น V  

จะเรยีก S  ว่าเป็น ฐานหลกั (Basis) ของ V  กต็่อเมื่อ 

          1. S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

          2. S  แผ่ทัว่ V   

 

ตวัอย่าง 4.1 ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 2  ให ้ ( ) ( )  ( ) ( ) 1 21,0 , 0,1 , 1,1 , 0,1S S= =  และ 

( ) ( ) 3 1,2 , 2,0S =  จงพจิารณาว่า 1 2,S S  และ 3S  เป็นฐานหลกัของ 2  หรอืไม่ 

วิธีท า  1. พจิารณา ( ) ( ) 1 1,0 , 0,1S =   

          i) ถา้ ( ) ( ) ( )1 21,0 0,1 0,0a a+ =   

                              ( ) ( )1 2, 0,0a a =   

            แลว้จะได ้
1 2 0a a= =   

            ดงันัน้ 1S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

         ii) ( )2

1 2, ,v v v v  =   

            ถา้ ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1,0 0,1v v a a= +  

                           ( )1 2,a a=   
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        แลว้จะได ้
1 1 2 2,a v a v= =   

        นัน่คอื ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1,0 0,1v v v v= +   

        ดงันัน้ 1S  แผ่ทัว่ 2   

        จาก i) และ ii) สรุปว่า 1S  เป็นฐานหลกัของ 2   

 

    2. พจิารณา ( ) ( ) 2 1,1 , 0,1S =   

       i) ถา้ ( ) ( ) ( )1 21,1 0,1 0,0a a+ =   

                     ( ) ( )1 1 2, 0,0a a a+ =   

         แลว้จะได ้ 1 0a =  และ 1 2 0a a+ =   

         กล่าวคอื 
1 2 0a a= =   

         ดงันัน้ 2S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

       ii) ( )2

1 2, ,v v v v  =   

          ถา้ ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1,1 0,1v v a a= +  

                        ( )1 1 2,a a a= +   

         แลว้จะได ้
1 1 2 2 1 2 1, ,a v a v a v v= = − = −   

         นัน่คอื  ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1, 1,1 0,1v v v v v= + −   

         ดงันัน้ 2S  แผ่ทัว่ 2   

         จาก i) และ ii) สรุปว่า 2S  เป็นฐานหลกัของ 2   

 

    3. พจิารณา ( ) ( ) 3 1,2 , 2,0S =   

      i) ถา้ ( ) ( ) ( )1 21,2 2,0 0,0a a+ =   

                 ( ) ( )1 2 12 ,2 0,0a a a+ =   

        แลว้จะได ้
12 0a =  และ 

1 22 0a a+ =   

        กล่าวคอื 
1 2 0a a= =   

       ดงันัน้ 3S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 
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         ii) ( )2

1 2, ,v v v v  =   

             ถา้ ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1, 2 2,0v v a a= +  

                           ( )1 2 12 ,2a a a= +   

             แลว้จะได ้ 1 2 12a a v+ =  และ 
1 22a v=   

             กล่าวคอื 2
1

2

v
a =  และ 1 1 1 2

2

2

2 4

v a v v
a

− −
= =   

             นัน่คอื ( ) ( ) ( )2 1 2
1 2

2
, 1,2 2,0

2 4

v v v
v v

− 
= +  

 
  

             ดงันัน้ 3S  แผ่ทัว่ 2   

             จาก i) และ ii) สรุปว่า 3S  เป็นฐานหลกัของ 2                                                        

 
 

          จากตวัอย่าง 4.1 สรุปไดว้่า 1 2,S S  และ 3S   เป็นฐานหลกัของ 2  ซึง่จะเหน็ว่าฐานหลกัของ 
2  มหีลายเซตดว้ยกนั แต่เราจะเรยีกฐานหลกั ( ) ( ) 1 1,0 , 0,1S =  ว่าเป็นฐานหลกัมาตรฐาน 

(Standard Basis) ของ 2   

ในท านองเดยีวกนั เราจะไดว้่า ( ) ( ) ( ) 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1  เป็นฐานหลกัมาตรฐานของ 3  และ 

( ) ( ) ( ) 1,0,0,...,0 , 0,1,0,...,0 ,..., 0,0,0,...,1  เป็นฐานหลกัมาตรฐานของ n   

 

ตวัอย่าง 4.2  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 2P  ให ้  21, ,S x x=  จงแสดงว่า S  เป็นฐานหลกัของ 2P   

พิสูจน์  i) จะแสดงว่า S เป็นอสิระเชงิเสน้ 

             สมมต ิ 2

0 1 2 0a a x a x+ + =   

             แลว้จะไดว้่า  
0 1 2 0a a a= = =   

             ดงันัน้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

          ii) จะแสดงว่า S  แผ่ทัว่ 2P   

             2

2 0 1 2,p P p c c x c x  = + +   

             ถา้ 2 2

0 1 2 0 1 2c c x c x a a x a x+ + = + +   

             แลว้ 
0 0 1 1 2 2, ,a c a c a c= = =   

            ดงันัน้ S  แผ่ทัว่ 2P   

            ฉะนัน้ S เป็นฐานหลกัของ 2P                                                                               
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เราจะเรยีก   21, ,S x x=  เป็นฐานหลกัมาตรฐานของ 2P  และ  21, , ,..., nS x x x=  เป็นฐานหลกั

มาตรฐานของ 2P   

 

ตวัอย่าง 4.3 ในปรภิูมเิวกเตอร ์
2 2M 

 ให ้ 1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1
S

        
=         

        
 จงแสดงว่า S

เป็นฐานหลกัของ  
2 2M 

  

พิสูจน์  i) จะแสดงว่า S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

             สมมต ิ 1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
a a a a
         

+ + + =         
         

  

             แลว้จะได ้
1 2 3 4 0a a a a= = = =   

             ดงันัน้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

         ii) จะแสดงว่า S  แผ่ทัว่ 
2 2M 

  

            2 2

s t
M

u v


 
  
 

  

           ถา้ 1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1

s t
a a a a

u v

         
= + + +         

         
  

           แลว้ 
1 2 3 4, , ,a s a t a u a v= = = =   

           ดงันัน้ S  แผ่ทัว่ 
2 2M 

  

           ฉะนัน้ S  เป็นฐานหลกัของ 
2 2M 

                                                                          

 
เรยีก S  ในตวัอย่าง 4.3 ว่า ฐานหลกัมาตรฐานของ  

2 2M 
  

 

ตวัอย่าง 4.4  ให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรข์องเมทรกิซม์ติ ิ 2 2  และ 1 0 0 1
,

0 1 1 0
S

    
=     

    
  

จงพจิารณาว่า S เป็นฐานหลกัของ V  หรอืไม่  

วิธีท า  i) ถา้  1 2

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0
a a
     

+ =     
     

  

                                 1 2

2 1

0 0

0 0

a a

a a

   
=   
  

  

            แลว้จะได ้
1 2 0a a= =  

            ดงันัน้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 
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        ii) 2 2

s t
M

u v


 
  
 

  

           ถา้ 1 2

1 0 0 1

0 1 1 0

s t
a a

u v

     
= +     

     
 

               1 2

2 1

a as t

a au v

  
=   

   
  

แลว้จะไดว้่า 
1a s=  และ 1a v=  ซึง่เป็นไปไม่ได ้

หรอื 
2a t=  และ 

2a u=  ซึง่เป็นไปไม่ได ้

ดงันัน้ S  ไม่แผ่ทัว่ 
2 2M 

  

ฉะนัน้ S  ไม่เป็นฐานหลกัของ 
2 2M 

                                                                                  

 
 

ตวัอย่าง 4.5  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  ให ้ ( ) ( ) ( ) ( ) 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1 , 1,1,1S =  จงพจิารณาว่า S  

เป็นฐานหลกัของ 3  หรอืไม่ 

วิธีท า  จะเหน็ว่า S  ไม่เป็นฐานหลกัของ 3  เพราะว่า S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ 

          กล่าวว่า ( )1,1,1  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( ) ( ) ( )1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1   

          หรอื ( ) ( ) ( ) ( )1,1,1 1,0,0 0,1,0 0,0,1= + +   

          แมว้่า S  จะแผ่ทัว่ 3  เพราะว่า ถา้ ( ) 3, ,x y z    

          จะไดว้่า ( ), ,x y z =  ( ) ( ) ( )1,0,0 0,1,0 0,0,1x y z+ +                                                 

 
 

ตวัอย่าง 4.6  จงแสดงว่า  2 2 2, , 1S x x x x= + +  เป็นฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอร ์ 2P   

พิสูจน์  i)  จะแสดงว่า S เป็นอสิระเชงิเสน้ 

              สมมต ิ ( ) ( )2 2 2

1 2 3, , 1 0a x x a x a x+ + =   

              จะได ้ ( ) 2

1 2 3 1 3 0a a a x a x a+ + + + =   

              ดงันัน้   
1 2 3 0a a a+ + =  

                                     1 0a =   

               และ                 3 0a =   

              ฉะนัน้  
1 2 3 0a a a= = =   
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              ดงันัน้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

          ii) จะแสดงว่า S  แผ่ทัว่ 2P   

             2

2 0 1 2,p P p c c x c x = + +   

             ถา้ ( ) ( )2 2 2 2

0 1 2 1 2 3, , 1c c x c x a x x a x a x+ + = + +  

                                     ( ) 2

1 2 3 1 3a a a x a x a= + + + +   

             จะไดว้่า 
1 2 3 2a a a c+ + =   

                                   
1 1a c=   

              และ                3 0a c=   

              ฉะนัน้ 
2 2 1 3 2 1 0a c a a c c c= − − = − −   

              ดงันัน้ S  แผ่ทัว่ 2P   

              นัน่คอื S  เป็นฐานหลกัของ 2P                                                                            

 
 

ทฤษฎีบท 4.1  ถา้  1 2, ,..., nS v v v=   เป็นฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอร ์V  แลว้แต่ละเวกเตอรใ์น V  

จะสามารถเขยีนเป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรใ์น S  ไดเ้พยีงวธิเีดยีวเท่านัน้ 

พิสูจน์  ให ้ v  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน V   

           เนื่องจาก S  เป็นฐานหลกัของ V   

           ดงันัน้ S  แผ่ทัว่ V   

           หรอืกล่าวคอื v  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 
1 2, ,..., nv v v   

           สมมต ิ
1 2, ,..., na a a  และ 

1 2, ,..., nb b b  เป็นสเกลาร ์ทีท่ าให ้ 

                    
1 21 2 nnv a v a v a v= + + +                                                                   

( )4.1   

           และ    1 21 2 nnv b v b v b v= + + +                                                                    

( )4.2  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 24.1 4.2 : 0 n n na b v a b v a b v− = + + − + + −   

           แต ่ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ จะไดว้่า ส าหรบั 1,2,3,...,i n=   

                    0i ia b− =   

            นัน่คอื  i ia b−  เมื่อ 1,2,3,...,i n=   
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ดงันัน้ สามารถเขยีนแต่ละเวกเตอรใ์น V  ในรปูการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรใ์น S  ไดเ้พยีงวธิเีดยีว

เท่านัน้   

 

ทฤษฎีบท 4.2 ก าหนดให ้  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นเซตของเวกเตอรท์ีไ่ม่มสีมาชกิใดเป็นเวกเตอรศ์ูนย ์

ถา้ S  แผ่ทัว่ปรภิูมเิวกเตอร ์V  แลว้จะมเีซตย่อยของ S  เป็นฐานหลกัของ V  

พิสูจน์   1. ถา้ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ จะไดว้่า S  เป็นฐานหลกัของ V  เพราะว่า S  แผ่ทัว่ V  ตามที่

ก าหนดให ้ 

           2. ถา้ S  ไมเ่ป็นอสิระเชงิเสน้ จะมเีวกเตอร ์ iv  ซึง่สามารถเขยีนในรปูการรวมเชงิเสน้ของ

เวกเตอร ์
1 2 1, ,..., iv v v −

 ส าหรบั i  บางตวัทีม่ากกว่า 1 

นัน่คอื 
1 2 11 2 1i iiv a v a v a v −−= + + +   

ให ้     1 2 1 11 , ,..., , ,...,i i nS v v v v v− +=   

ถา้ v  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน V   

แต่ S  แผ่ทัว่ V  จะไดว้่า ม ี
1 2, ,..., nb b b  เป็นสเกลาร ์ซึง่  

         
1 2 1 11 2 1 1i i i ni i i nv b v b v b v b v b v b v− +− += + + + + + + +   

ดงันัน้  ( )1 2 1 1 2 1 11 2 1 1 2 1 1i i i ni i i i nv b v b v b v b a v a v a v v b v− − +− − += + + + + + + + + + +   

           ( ) ( )1 1 11 1 1 1 1i i ni i i i i nb b a v b b a v b v b v− +− − += + + + + + + +   

ฉะนัน้ v  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ 1S   

ดงันัน้ 1S  แผ่ทัว่ V   

ถา้ 1S  เป็นอสิระเชงิเสน้ แลว้ 1S  เป็นฐานหลกัของ V   

ถา้ 1S ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ แลว้ตอ้งสรา้ง 2S โดยจดัเวกเตอร ์ kv  ซึง่สามารถเขยีนใหอ้ยู่ในรูปการรวม

เชงิเสน้ของเวกเตอร ์ 1 2 3 1, , ..., kv v v v −  ส าหรบั k  บางตวัทีม่ากกว่า 1 

          ท าเช่นน้ีต่อไปนี้ เนื่องจาก S  เป็นเซตจ ากดั จงึสามารถหาเซต T  ซึง่ T  เป็นเซตย่อยของ S  

และ T  เป็นฐานหลกัของ V                                                                                                   

 
 

ตวัอย่างเช่น ก าหนดให ้ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,0,0 , 0,1,1 , 1,1,1 , 1,0,1 , 2,1,2S =   

จะเหน็ว่า 3S    

และ S  แผ่ทัว่ 3  เพราะว่าถ้าให ้ ( ) 3, ,x y z  จะไดว้่า 

           ( ) ( ) ( ) ( ), , 1,0,0 0,1,1 1,0,1x y z a b c= + +   

                      ( ), ,a c b b c= + +   
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ดงันัน้            x a c= +                                                                                           

( )4.3   

                   y b=                                                                                                
( )4.4   

และ             z b c= +                                                                                            

( )4.5   

นัน่คอืจาก ( )4.4  จะได ้b y=   

เมื่อแทน b y=  ใน ( )4.5  จะได ้ c z y= −   

และแทน c z y= −  ใน ( )4.3  จะได ้ a x z y= − +   

ฉะนัน้ ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , 1,0,0 0,1,1 1,0,1x y z x z y y z y= − + + + −   

แต่ S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้ เพราะว่า ( ) ( ) ( )1,1,1 1,0,0 0,1,1= +   

ให ้ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1,0,0 , 0,1,1 , 1,1,1 , 1,0,1 , 2,1,2S =   

จะเหน็ว่า 1S  แผ่ทัว่ 3  เช่นเดยีวกนั แต่ 1S  ไม่เป็นอสิระเชงิเสน้เพราะว่า 
           ( ) ( ) ( ) ( )2,1,2 1,0,0 , 0,1,1 , 1,0,1=   

ให ้             ( ) ( ) ( ) 2 1,0,0 , 0,1,1 , 1,0,1S =   

จะไดว้่า 2S  แผ่ทัว่ 3  และ 2S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

ดงันัน้ 2S  เป็นฐานหลกัของ 3   

 

นิยาม 4.2  ปรภิูมเิวกเตอร ์V  ทีไ่ม่ใช่เซตว่าง จะเรยีกว่าเป็น ปริภมิูมิติจ ากดั (finite-dimensional 

space) เมื่อมเีซตจ ากดั  1 2, ,..., nv v v  เป็นฐานหลกัของ V  และจะเรยีก V  ว่าเป็น ปริภมิูมิติอนันต์  

(infinite-dimensional space) เมื่อไม่มเีซตจ ากดัของเวกเตอรเ์ป็นฐานหลกัของ V  ส าหรบักรณี 

 0V =  จะกล่าวว่า V  เป็นปรภิูมจิ ากดั ถงึแมว้่า  0  จะไม่มฐีานหลกักต็าม 

 

ตวัอย่างเช่น ปรภิูมเิวกเตอร ์ , ,n

n m nP M   เป็นปรภิูมมิติจิ ากดั 

 

ทฤษฎีบท 4.3  ถา้ V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรท์ีม่มีติจิ ากดั และม ี  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นฐานหลกัใด ๆ 

ของ V  แลว้เซตย่อยจ ากดัใด ๆ ของ V  ทีม่สีมาชกิมากกว่า n  ตวั จะเป็นเซตไม่อสิระเชงิเสน้ 

พิสูจน์  ให ้  1 2, ,..., mS u u u V =   โดยที ่m n   

          จะแสดงว่า 'S  เป็นเซตไม่อสิระเชงิเสน้ 
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          ให ้ 1 2, ,..., ma a a  เป็นสเกลาร ์ทีท่ าให ้ 
          1 21 2 0mma u a u a u+ + + =                                                                        ( )4.6   

          เนื่องจาก   1 2, ,..., nS v v v=  เป็นฐานหลกัของ V   

          และ 
iu V  ส าหรบัทุก 1,2,...,i m=   

 

        ดงันัน้ 
1 1 211 21 1 nnu c v c v c v= + + +   

                
2 1 212 22 2

1 21 2

nn

m nm m nm

u c v c v c v

u c v c v c v

= + + +

= + + +

  

       แทน 
1 2, ,..., mu u u  ใน ( )4.6  จะได ้

           ( ) ( )1 2 1 21 11 21 1 2 12 22 2n nn na c v c v c v a c v c v c v+ + + + + + +   

                    ( )1 21 2 0nm m m nma c v c v c v+ + + + + =   

           ( ) ( )1 21 11 2 12 1 1 21 2 22 2m m m ma c a c a c v a c a c a c v+ + + + + + +   

                    ( )1 1 2 2 0nn n m nma c a c a c v+ + + + + =   

       เนื่องจาก S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

       ดงันัน้ 
11 1 12 2 1 0m mc a c a c a+ + + =   

              

 

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

m m

n n nm m

c a c a c a

c a c a c a

+ + + =

+ + + =

  

หรอื   

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2 11

0

0

0

m

m

n n nm m nn m m

c c c a

c c c a

c c c a
 

     
     
     =
     
     

    

  

ซึง่ระบบสมการน้ีเป็นระบบสมการเชงิเสน้แบบเอกพนัธุ์ทีม่ ี n  สมการ m  ตวัแปร และ m n   

ฉะนัน้ ระบบสมการมผีลเฉลยมากมาย 

นัน่คอื จะม ี 1 2, ,..., ma a a  บางตวัไม่เท่ากบัศูนย ์

ดงันัน้ 'S  เป็นเซตไม่อสิระเชงิเสน้                                                                                      

 
 

ข้อสงัเกต จากทฤษฎบีท 4.3 ก าหนดให ้  1 2, ,..., nS v v v=  และ  1 2, ,..., mT w w w=  ถา้ S  เป็น

ฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอร ์V  และ T V  และ T  เป็นอสิระเชงิเสน้ แลว้ m n   
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ทฤษฎีบท 4.4 ถา้ V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรท์ีม่ ี  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นฐานหลกั แลว้ฐานหลกัอื่น ๆ ของ 

V  จะตอ้งมสีมาชกิ n  ตวั 

พิสูจน์  ให ้  1 2, ,..., mT w w w= เป็นฐานหลกัอื่น ๆ ของ  V   

           จะแสดงว่า m n=  

              เนื่องจาก T  เป็นฐานหลกัของ V   

              ดงันัน้ T  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

              จากทฤษฎบีท 4.3 จะไดว้่า m n   

              ในท านองเดยีวกนั จะไดว้่า S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

              จากทฤษฎบีท 4.3 จะได ้ n m   

              ดงันัน้ m n=                                                                                                 

 
 

ข้อสงัเกต จากทฤษฎบีท 4.4 ถา้ V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรม์ติจิ ากดั แลว้ทุก ๆ ฐานหลกัของ V  จะตอ้งมี

จ านวนเวกเตอรเ์ท่ากนั หรอืกล่าวคอื ถา้  1 2, ,..., nS v v v=  และ  1 2, ,..., mT w w w=  เป็นฐานหลกั

ของปรภิูมเิวกเตอร ์V  แลว้ m n=       

 

นิยาม 4.3 ก าหนดให ้V เป็นปรภิูมเิวกเตอรม์ติจิ ากดั มติ ิ(dimension) ของ V  เขยีนแทนดว้ย 

( )d im V     

หมายถงึ จ านวนเวกเตอรท์ีอ่ยู่ในฐานหลกัของ V  ส าหรบักรณี  0V =  จะนิยาม  ( )d im 0V =   

 

         ปรภิูมเิวกเตอรใ์ดมฐีานหลกัเป็นเซตจ ากดั จะเรยีกมติขิองปรภิูมเิวกเตอรน์ัน้ว่า มิติจ ากดั และ 

ปรภิูมเิวกเตอรใ์ดมฐีานหลกัเป็นเซตอนันต ์จะเรยีกมติขิองปรภิูมเิวกเตอรน์ัน้ว่า มติอินนัต ์

 

ตวัอย่างเช่น ปรภิูมเิวกเตอร ์ , ,n

n m nP M   เป็นปรภิูมมิติจิ ากดั จะมมีติดิงัต่อไปนี้  

       1) เนื่องจากฐานหลกัของ n  เช่น ฐานหลกัมาตรฐานมเีวกเตอรจ์ านวน n  ตวั 

           ดงันัน้ ( )d im n n=   

       2) เนื่องจากฐานหลกัของ nP  เช่น ฐานหลกัมาตรฐานมเีวกเตอรจ์ านวน 1n+  ตวั 

           ดงันัน้ ( )d im 1nP n= +   

       3) เนื่องจากฐานหลกัของ m nM    เช่น ฐานหลกัมาตรฐานมเีวกเตอรจ์ านวน mn  ตวั 
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          ดงันัน้ ( )d im m nM mn =   

 

 

 

ตวัอย่าง 4.7  ก าหนดให ้ 3S   โดย ( ) , , 0S x y z x y z= − + =  จงหา ( )d im S   

วิธีท า  จากตวัอย่าง 3.10 จะไดว้่า S  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 3   

          ให ้ ( ) ( ) 1,1,0 , 1,0, 1T = −   

          จะแสดงว่า T  เป็นฐานหลกัของ S   

        i) จะแสดงว่า T  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

          สมมต ิ ( ) ( ) ( )1 21,1,0 1,0, 1 0,0,0a a+ − =   

          จะไดว้่า ( ) ( )1 2 1 2, , 0,0,0a a a a+ − =   

          ดงันัน้ 1 2 0a a+ =   

                        1 0a =  

          และ      2 0a− =   

         ฉะนัน้ 
1 2 0a a= =   

        ดงันัน้ T  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

     ii) จะแสดงว่า T  แผ่ทัว่ S   

       ( ), , ,v S v x y z  =  โดยที ่ 0x y z− + =  

       ถา้ ( ) ( ) ( )1 2, , 1,1,0 1,0, 1x y z a a= + −  

                       ( )1 2 1 2, ,a a a a= + −    

       แลว้จะได ้
1 2 1 2, ,a a x a y a z+ = = − =   

       หรอื 
1 2,a y a z x y= = − = −   

       นัน่คอื ( ) ( ) ( ), , 1,1,0 1,0, 1x y z y z= − −   

       ดงันัน้ T  แผ่ทัว่ S   

       จาก i) และ ii) สรุปว่า T  เป็นฐานหลกัของ S   

       เพราะฉะนัน้ ( )d im 2S =                                                                                        
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ข้อสงัเกต ปรภิูมยิ่อยของ 3  อาจมมีติน้ิอยกว่าหรอืเท่ากบั 3  กไ็ด ้

 

 

ตวัอย่าง 4.8  จงหาฐานหลกัและมติขิองปรภิูมขิองผลเฉลยของระบบสมการเชงิเสน้แบบเอกพนัธุ์

ต่อไปนี้ 

                       

1 2 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 5

3 4 5

2 2 0

2 3 0

2 0

0

x x x x

x x x x x

x x x x

x x x

+ − + =

− − + − + =

+ − − =

+ + =

   

วิธีท า           

2 2 1 0 1

1 1 2 3 1

1 1 2 0 1

0 0 1 1 1

A

− 
 
− − −
 =
 − −
 
 

  

               1 3

1 1 2 0 1

1 1 2 3 1

2 2 1 0 1

0 0 1 1 1

R R

− − 
 

 − − −
 
 −
 
 

  

       
2 2 1

3 3 1

1 1 2 0 1

0 0 0 3 0

0 0 3 0 3
2

0 0 1 1 1

R R R

R R R

− − 
→ +  

−
 
 

→ −  
 

  

              2 4

1 1 2 0 1

0 0 1 1 1

0 0 3 0 3

0 0 0 3 0

R R

− − 
 


 
 
 

− 

  

      3 3 2

1 1 2 0 1

3 0 0 1 1 1

0 0 0 3 0

0 0 0 3 0

R R R

− − 
 

→ −
 
 −
 

− 

  

             
3

3

1 1 2 0 1

0 0 1 1 1
3

0 0 0 1 0

0 0 0 3 0

R
R

− − 
 

→
 −
 
 

− 
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      4 4 3

1 1 2 0 1

3 0 0 1 1 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

R R R

− − 
 

→ +
 
 
 
 

  

จะไดว้่า rank 3A=   

และ จ านวนตวัแปร 5=   

นัน่คอื rank A  จ านวนตวัแปรในระบบ 

ดงันัน้ ระบบสมการมผีลเฉลยมากมาย 

จากเมทรกิซส์ุดทา้ย จะได ้ 

             
1 2 3 5

3 4 5

4

0

0

0

x x x x

x x x

x

+ − − =

+ + =

=

  

ถา้ให ้ 2x s=  โดยที ่ s  เป็นค่าคงตวัทีเ่ป็นจ านวนจรงิใด ๆ หรอื s   

และ 
5x t=  โดยที ่ t  เป็นค่าคงตวัทีเ่ป็นจ านวนจรงิใด ๆ หรอื t   

จะได ้
3 4 5 0x x x t t= − − = − − = −   

และ ( )1 2 3 52 2x x x x s t t s t= − + + = − + − + = − −   

นัน่คอื        

1

2

3

4

5

1 1

0 1 0

; ,0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 1

x s t s t

x s s

x s t s tt t

x

x t t

− − − − − −           
           
           
           = = + = + − − −
           
           
                     

 

ให ้         1 2,B v v=   

โดย     1 2

1 1

1 0

,0 1

0 0

0 1

v v

− −   
   
   
   = = −
   
   
      

  

จะพบว่าทุกผลเฉลยของระบบสมการเชงิเสน้น้ี จะเป็นการรวมเชงิเสน้ของ 1 2,v v  กล่าวคอื ถา้ให ้W  

เป็นเซตของผลเฉลย แลว้ W  ถูกแผ่ทัว่โดยเวกเตอร ์ 1 2,v v  หรอื B  แผ่ทัว่ W  หรอื ( )W span B=   

และ 1 2,v v  ไม่เป็นผลคณูสเกลารซ์ึง่กนัและกนั 

ดงันัน้ B  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

นัน่คอื B  เป็นฐานหลกัของ W   

ฉะนัน้ ( )d im 2W =                                                                                                     
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ข้อสงัเกต การทีจ่ะแสดงว่า  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นฐานหลกัของ V  จะตอ้งแสดงว่า ( )V span S=  

และ S  เป็นอสิระเชงิเสน้ แต่ถ้าทราบว่า ( )d im V n=  ซึง่เท่ากบัจ านวนเวกเตอรใ์น S  กจ็ะสามารถ

หาฐานหลกัของ V  ไดส้ะดวกขึน้ นัน่คอื เพยีงแสดงว่า ( )V span S=  หรอื S  เป็นเซตอสิระเชงิเสน้

อย่างใดอย่างหนึ่ง 

กเ็พยีงพอ กล่าวคอื ให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอรม์ติจิ ากดั ม ี ( )d im V n=  และ  1 2, ,..., nS v v v=  เป็น

เซตของเวกเตอรใ์น V  ถา้ ( )V span S=  หรอื S  เป็นเซตอสิระเชงิเสน้ แลว้ S  เป็นฐานหลกัของ V  

ดงัตวัอย่างต่อไปนี้ 

 

ตวัอย่าง 4.9  ก าหนด  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นเซตของเวกเตอรใ์น 3  โดยที ่

( ) ( ) ( )1 2 32,0, 1 , 4,0,7 , 1,1,4v v v= − = = −  จงแสดงว่า S  เป็นฐานหลกัของ 3   

วิธีท า  เนื่องจาก ( )d im 3n =  จะเหลอืเพยีงแสดงว่า S เป็นเซตอสิระเชงิเสน้ 

         พจิารณา 
1 2 31 2 3 0a v a v a v+ + =  เมื่อ 1 2 3, ,a a a  เป็นสเกลาร ์จะได ้ 

                      
1

2

3

2 4 1 0

0 0 1 0

1 7 4 0

a

a

a

−     
     

=
     
     −     

   

          เพราะว่า ( )
2 3

2 4 1
2 4

0 0 1 0 0 1 1
1 7

1 7 4

+

−

= + + −
−

−

  

                                       ( )( )1 14 4

18 0

= − +

= − 
   

ดงันัน้ ระบบสมการจะมผีลเฉลยเพยีงชุดเดยีว คอื 
1 2 3 0a a a= = =   

นัน่คอื S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

ฉะนัน้ S  เป็นฐานหลกัของ 3                                                                                         

 
 

ทฤษฎีบท 4.5  ก าหนดให ้  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นเซตย่อยของปรภิูมเิวกเตอร ์V  ถา้ S  เป็นอสิระเชงิ

เสน้ และ ( )d im V m=  แลว้จะมเีวกเตอร ์ 1 2, ,..., m nw w w −  ใน V  ที ่

                1 2 1 2, ,..., , , ,...,n m nT v v v w w w −=  

เป็นฐานหลกัของ V   
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พิสูจน์  ให ้  1 2, ,..., mB w w w= เป็นฐานหลกัของ V   

           และให ้  1 2 1 2, ,..., , , ,...,n m nS v v v w w w −=   

           เพราะว่า 1B S  และ B  แผ่ทัว่ V   

           ดงันัน้ 1S  แผ่ทัว่ V  และ 
10 S   

 โดยทฤษฎบีท 4.2 จะมฐีานหลกั T  โดยที ่ 1T S   

 

       ส าหรบัการหา T  นัน้เรามวีธิหีาโดยการตดัเวกเตอรใ์น 1S  ทีเ่ป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอร์

ขา้งหน้าออก แต่เนื่องจาก S  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

ดงันัน้ จะไม่ม ี iv  ใดเป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอร์อื่น ๆ 

นัน่คอื เวกเตอร ์ iv  ทัง้หมดจงึไม่ถูกตดัออก จะไดว้่า S T   

ฉะนัน้  1 2 1 2, ,..., , , ,...,n m nT v v v w w w −=                                                                          

 
 

ข้อสงัเกต  1. ถา้  ( )d im V n=  แลว้ฐานหลกัของ V  จะเป็นเซตทีใ่หญ่ทีสุ่ดทีเ่ป็นอสิระเชงิเสน้ และ

เซตนี้จะมสีมาชกิ n  เวกเตอร ์และฐานหลกัของ V  เป็นเซตทีเ่ลก็ทีสุ่ดทีแ่ผ่ทัว่ V   

              2. ถา้   ( )d im V n=  แลว้เซตย่อยของ V  ทีม่จี านวนสมาชกิมากกว่า n  จะไม่เป็นอสิระ

เชงิเสน้ และเซตย่อยของ V  ทีม่จี านวนสมาชกิน้อยกว่า n  จะไม่แผ่ทัว่ V  

 

ตวัอย่าง 4.10  จงหาฐานหลกัของ 3  โดยทีฐ่านหลกันี้ม ี ( )0,1,1v =  เป็นสมาชกิ 

วิธีท า  ให ้ ( ) ( ) ( )1 2 31,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1v v v= = =   

          เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ) 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1S =  เป็นฐานหลกัมาตรฐานของ 3   

 

          ต่อไปจะพจิารณาว่า ( )1,0,0  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( )0,1,1   หรอืไม่  

          เนื่องจาก ( ) ( )11,0,0 0,1,1a=   

          นัน่คอื ( ) ( )1 11,0,0 0, ,a a=   

          ดงันัน้ 1 0a =   

          และ 0 1=  ซึง่เป็นไปไม่ได ้

          ฉะนัน้ ( )1,0,0 ไมเ่ป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( )0,1,1   

          นัน่คอื ( ) ( ) 0,1,1 , 1,0,0  เป็นอสิระเชงิเสน้ 
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          ถดัไปจะพจิารณาว่า ( )0,1,0  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( )0,1,1  และ ( )1,0,0  หรอืไม่ 

          เนื่องจาก ( ) ( ) ( )1 20,1,0 0,1,1 1,0,0a a= +   

          นัน่คอื ( ) ( )1 2 30,1,0 , ,a a a=   

           

 

            ดงันัน้ 2 0a =  

                    
1 1a =   

            และ 1 0a =   ซึง่เป็นไปไม่ได ้

            ฉะนัน้ ( )0,1,0  ไม่เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( )0,1,1  และ  ( )1,0,0   

            นัน่คอื  ( ) ( ) ( ) 0,1,1 , 1,0,0 , 0,1,0  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

           สุดทา้ยจะพจิารณาว่า ( )0,0,1 เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( ) ( )0,1,1 , 1,0,0  และ ( )0,1,0  หรอืไม่  

เนื่องจาก ( ) ( ) ( ) ( )1 2 30,0,1 0,1,1 1,0,0 0,1,0a a a= + +   

นัน่คอื ( ) ( )2 1 3 10,0,1 , ,a a a a= +   

ดงันัน้        
1 1a =   

               2 0a =   

และ          3 1a = −   

ฉะนัน้ ( )0,0,1 เป็นการรวมเชงิเสน้ของ ( ) ( )0,1,1 , 1,0,0  และ ( )0,1,0   

นัน่คอื ( )0,0,1  จงึไม่อยู่ในฐานหลกั 

 

ให ้ ( ) ( ) ( ) 1 0,1,1 , 1,0,0 , 0,1,0S =   

จะไดว้่า 1S  แผ่ทัว่ 3  และเป็นอสิระเชงิเสน้ 

นัน่คอื 1S  เป็นฐานหลกัของ 3                                                                                         

 
 

ข้อสงัเกต หลกัในการหาฐานหลกั S  ของ V  ทีง่า่ยและสะดวกทีสุ่ด คอื กาเริม่จากฐานหลกัมาตรฐาน

โดยเพิม่เวกเตอรจ์ากฐานหลกัมาตรฐานนี้เขา้ไปใน S  และจ านวนเวกเตอรท์ีจ่ะเป็นฐานหลกันี้ เราทราบ

จากมติขิอง V  กล่าวคอื ( )d im V  จะตอ้งเท่ากบัจ านวนสมาชกิของ S  ทีเ่ป็นฐานหลกัของ V   
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4.2  ปริภมิูเวกเตอรแ์ถวและปริภมิูเวกเตอรห์ลกัของเมทริกซ์ 

      (Row Vector Space and Column Vector Space of a Matrix)   

นิยาม 4.4  ให ้ A  เป็นเมทรกิซม์ติ ิm n  ซึง่ 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

  

เวกเตอร ์ ( ) ( ) ( )1 211 12 1 21 22 2 1 2, ,..., , , ,..., ,..., , ,...,mn n m m mnv a a a v a a a v a a a= = =  ซึง่เป็นสมาชกิใน

แถวที ่1 ถงึแถวที ่m  ของ A  จะเรยีกว่า เวกเตอรแ์ถว (Row Vectors) ของ A  และเวกเตอร ์ 

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

, ,...,

n

n

n

m m mn

a a a

a a a
c c c

a a a

     
     
     = = =
     
     
     

  ซึง่เป็นสมาชกิในหลกัที ่1 ถงึแถวที ่ n  ของ A  จะเรยีก  

เวกเตอรห์ลกั (Columa Vectors) 

 

       ปริภมิูเวกเตอรแ์ถวของ A   (Row Vectors Space of A)  คอื ปรภิูมยิ่อยของ n  ซึง่แผ่ทัว่โดย 

 1 2, ,..., mv v v  และปริภมิูเวกเตอรห์ลกัของ A    (Columa Vectors Space of A) คอื ปรภิูมยิ่อยของ 
m  ซึง่แผ่ทัว่โดย  1 2, ,..., nc c c   

ตวัอย่างเช่น ให ้

1 3

2 1

5 0

1 2

A

 
 

−
 =
 
 
 

 จะไดว้่า 

เวกเตอรแ์ถวของ A  คอื ( ) ( ) ( )1 2 31,3 , 2, 1 , 5,0v v v= = − =  และ ( )4 1,2v =   

เวกเตอรห์ลกัของ A  คอื 1

1

2

5

1

c

 
 
 =
 
 
 

 และ 2

3

1

0

2

c

 
 
−
 =
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ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  คอื ปรภิูมยิ่อยของ 2  ซึง่แผ่ทัว่โดย ( ) ( ) ( ) ( ) 1,3 , 2, 1 , 5,0 , 1,2−   

ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ A  คอื ปรภิูมยิ่อยของ 4  ซึง่แผ่ทัว่โดย 

1 3

2 1
,

5 0

1 2

    
    

−     
    
        

  

ทฤษฎีบท 4.6  ถา้เมทรกิซ์ A  สมมลูตามแถวกบั B  แลว้ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  เท่ากบัปรภิูมิ

เวกเตอรแ์ถวของ B   

พิสูจน์  ให ้ A  สมมลูตามแถวกบั B   

           ดงันัน้ แต่ละแถวของ B  เกดิจากเมทรกิซ ์ A  โดยการด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐาน จะไดว้่า 

แต่ละแถวของ B  เป็นการรวมเชงิเสน้ของแถวของ A   

          นัน่คอื ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ B  เป็นเซตย่อยของปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A   

          และถา้ใชก้ารด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐานผกผนัทีใ่ชข้า้งตน้ในล าดบัยอ้นกลบักระท ากบัแถว

ของ 

เมทรกิซ ์ B  จะไดเ้มทรกิซ ์ A   

          ฉะนัน้  ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  เป็นเซตย่อยของปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ B   

          สรุปไดว้่า ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  เท่ากบัปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ B                                

  
 

        ในท านองเดยีวกนั จากทฤษฎบีท 4.6 ถา้เมทรกิซ์ A   สมมลูตามหลกักบั B  แลว้ปรภิูมเิวกเตอร์

หลกัของ A  เท่ากบัปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ B   

        และผลจากทฤษฎบีทนี้ จะใชใ้นการหาฐานหลกัของปรภิูมยิ่อยซึง่แผ่ทัว่โดยเซตของเวกเตอร ์นัน่

คอื เวกเตอรแ์ถวทีไ่ม่เป็นเวกเตอรศ์ูนยใ์นเมทรกิซข์ ัน้บนัไดของเมทรกิซ ์ A  จะเป็นฐานหลกัของปรภิูมิ

เวกเตอรแ์ถวของ A  ดงันี้ตวัอย่างต่อไปนี้ 

 

ตวัอย่าง 4.11  ให ้V  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 4  ซึง่แผ่ทัว่โดย  1 2 3 4 5, , , ,S a a a a a=   

เมื่อ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 41,1,0,2 , 0,1,4,1 , 2,2,1, 1 , 1,1,1, 3a a a a= = = − = −  และ ( )5 0,1,5, 4a = −   

จงหาฐานหลกัของ V   

วิธีท า  ให ้V ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของเมทรกิซ ์ A  ซึง่  
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3 3 1

4 4 1

1 1 0 2 1 1 0 2

20 1 4 1 0 1 4 1

2 2 1 1 0 0 1 5

1 1 1 3 0 0 1 5

0 1 5 4 0 1 5 4

R R R

A

R R R

   
   → −
   
   = − −
   

→ −− −   
   − −   

    

                                    
1 1 2

5 5 2

1 0 4 1

0 1 4 1

0 0 1 5

0 0 1 5

0 0 1 5

R R R

R R R

− 
 → −
 
 −
 

→ − − 
 − 

  

                                

1 1 3

2 2 3

4 4 3

5 5 3

4 1 0 0 19

4 0 1 0 21

0 0 1 5

0 0 0 0

0 0 0 0

R R R

R R R

B

R R R

R R R

→ + − 
 → −
 
  =−
 

→ −  
 → −  

  

        ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  และปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ B  เป็นปรภิูมเิดยีวกนั แต่ปรภิูมเิวกเตอร์

แถวของ B  ม ี ( ) ( ) ( ) 1,0,0, 19 , 0,1,0,21 , 0,0,1, 5− − เป็นฐานหลกั 

       ดงันัน้ ฐานหลกัของ V   คอื ( ) ( ) ( )1,0,0, 19 , 0,1,0,21 , 0,0,1, 5− −                                     

 
 

       จากตวัอย่างนี้ จะพบว่า สามารถใชก้ารด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐานเพือ่หาฐานหลกัของปรภิูมิ

ย่อยทีแ่ผ่ทัว่โดยเซตของเวกเตอรท์ีก่ าหนดให ้ 

       นอกจากนี้ การเขยีนเวกเตอรแ์ถวจะนิยามเขยีนในแนวนอน และเวกเตอร์หลกัจะนิยามเขยีนใน

แนวตัง้ ซึง่เวกเตอรแ์ถวอาจจะเขยีนในแนวตัง้ และเวกเตอรห์ลกัอาจจะเขยีนในแนวนอนกไ็ด ้และจาก

ขอ้สงัเกตนี้จะเหน็ว่า การเปลีย่นจากแนวตัง้มาเป็นแนวนอน ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของเมทรกิซก์ย็งัคง

เหมอืนกบัปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของเมทรกิซส์ลบัเปลีย่นของเมทรกิซน์ัน้ ดงันัน้ จะสามารถหาฐานหลกั

ของปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของเมทรกิซ ์ A  โดยการหาฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ tA  และเขยีน

กลบัในแนวตัง้ 

 

ตวัอย่าง 4.12  จงหาฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของเมทรกิซ ์
1 0 1 1

3 2 5 1

0 4 4 4

A

 
 

=
 
 − 
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วิธีท า  เพราะว่า 
3 3 1

4 4 1

1 3 0 1 3 0

0 2 4 0 2 4

1 5 4 0 2 4

1 1 4 0 2 4

t

R R R

A

R R R

   
→ −   

   =
   

→ −   
− − −   

  

                                                  
2

2

1 3 0

0 1 2
2

0 2 4

0 2 4

R
R

 
 

→  
 
 

− − 

  

                                          

1 1 2

3 3 2

4 4 2

3 1 0 6

2 0 1 2

0 0 0

2 0 0 0

R R R

R R R

R R R

→ − − 
 → −
 
 
 

→ +  

  

ดงันัน้ ( )1,0, 6−  และ ( )0,1, 2  เป็นฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ tA  หรอื 1

1

0

6

c

 
 

=
 
 − 

 และ 

2

0

1

2

c

 
 

=
 
  

 จะเป็นฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A                                                        

 
 

ทฤษฎีบท 4.7  ให ้ A  เป็นเมทรกิซ์มติ ิm n  ใด ๆ แลว้ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวและปรภิูมเิวกเตอรห์ลกั

ของ A  จะมมีติเิดยีวกนั 

พิสูจน์  ใหเ้วกเตอรแ์ถวของ 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 แทนดว้ย 
1 2, ,..., mv v v  โดย 

                                 

( )

( )

( )

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

, ,...,

, ,...,

, ,...,

n

n

m m m mn

v a a a

v a a a

v a a a

=

=

=

  

          สมมตวิ่าปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  มมีติเิป็น k  และ  1 2, ,..., kS b b b=  เป็นฐานหลกัของ

ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถว โดยที ่  1 2, ,...,i i i inb b b b=   

           เนื่องจาก S เป็นฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอรแ์ถว 

ดงันัน้ จะไดว้่า สมาชกิทุกตวัของปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวจะเป็นการรวมเชงิเสน้ของ 1 2, ,..., kb b b  ดงันี้ 
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1 1 211 12 1

2 1 221 22 2

1 21 2

kk

kk

m km m mk

r c b c b c b

r c b c b c b

r c b c b c b

= + + + 


= + + + 


= + + + 

    

และเวกเตอรส์องเวกเตอรใ์ด ๆ ใน n  เท่ากนักต็่อเมื่อสว่นประกอบทีส่มนยักนัจะตอ้งเท่ากนั นัน่คอื 

สว่นประกอบที ่ j  ของ ( )4.7  จะเท่ากนั ดงันี้ 

                    

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

j j j k kj

j j j k kj

mj m j m j mk kj

a c b c b c b

a c b c b c b

a c b c b c b

= + + +

= + + +

= + + +

                                                       

หรอื 

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

1 1

j k

j k

j j kj

mj m m mk

a c c c

a c c c
b b b

a c c c

       
       
       = + + +
       
       
        

                                                         

( )4.8   

ซึง่ทางซ้ายของ ( )4.8  จะเป็นหลกัที ่ j  ของ A  และ 1,2,...,j n=  เป็นค่าคงตวัใด ๆ  

ดงันัน้ แต่ละเวกเตอรห์ลกัของ A  จะอยู่ในปรภิูมทิีแ่ผ่ทัว่โดยเวกเตอรท์างขวาของ ( )4.8  

ฉะนัน้ ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัจะมมีติน้ิอยกว่าหรอืเท่ากบั k   

        เนื่องจาก dimk =  ( ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A ) จะได ้

        dim  ( ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ A ) dim  ( ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A )                        

( )4.9  

ในท านองเดยีวกนั 

        dim ( ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ tA ) dim  ( ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ tA )                      

( )4.10   

แต่การสลบัเปลีย่นของเมทรกิซ ์คอื การเปลีย่นหลกัของเมทรกิซใ์หเ้ป็นแถว และเปลีย่นแถวใหเ้ป็นหลกั 

ดงันัน้ ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ tA =  ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A   

และ ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ tA =  ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ A   

ซึง่สามารถเขยีน ( )4.10  ไดด้งันี้ 

       dim ( ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A ) dim  ( ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ A )                          

( )4.11   

จาก ( )4.9  และ ( )4.11  สรุปไดว้่า 

       dim ( ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A ) dim= ( ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ A )                              
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ตวัอย่าง 4.13  จงหามติขิองปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัและปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของเมทรกิซ์ 

                                    
1 0 1 1

3 2 5 1

0 4 4 4

A

 
 

=
 
 − 

  

วิธีท า  เพราะว่า 2 2 1

1 0 1 1 1 0 1 1
3

3 2 5 1 0 2 2 2

0 4 4 4 0 4 4 4

R R R
A

   
→ −   

= −
   
   − −   

  

                                                        
2

2

1 0 1 1

0 1 1 12

0 4 4 4

R
R

 
→  

−
 
 − 

  

                                                3 3 2

1 0 1 1
4

0 1 1 1

0 0 0 0

R R R
 

→ −  
−

 
  

  

ดงันัน้ ( )1,0,1,1  และ ( )0,1,1, 1−  เป็นฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A   

ฉะนัน้ มติขิองปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  เท่ากบั 2 

และจากทฤษฎบีท 4.7 จะไดว้่า มติขิองปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ A  เป็น 2                                       

 
 

        จากตวัอย่างนี้ จะพบว่า เมื่อใช่การด าเนินการตามแถวขัน้มลูฐานกระท ากบัเมทรกิซ ์ A  จนเป็นเม

รกิซข์ ัน้บนัได จะไดว้่า มจี านวนแถวทีไ่ม่เป็นศูนยห์มด 2 แถว ดงันัน้ มติขิองปรภิูมเิวกเตอรแ์ถว จะเป็น 

2 ซึง่จะท าใหน้ิยามค่าล าดบัขัน้ของเมทรกิซ ์ A  ไดด้งันิยามต่อไปนี้  

 

นิยาม 4.5 มติขิองปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวและปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของเมทรกิซ์ A  จะเรยีกว่า ค่าล าดบัขัน้

ของ A    

             นัน้คอื rank dimA =  ( ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A ) dim= ( ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ A )   

 

ทฤษฎีบท 4.8  ถา้ A  เป็นเมทรกิซ์จตัุรสัมติ ิ n  แลว้ขอ้ความต่อไปนี้จะสมมลูกนั 

1. A  จะหาตวัผกผนัได ้

2. 0AX =  จะมผีลเฉลยชดั 
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3. A  จะสมมลูตามแถวกบั nI   

4. AX B=  เป็นระบบทีม่ผีลเฉลย เมื่อ B  เป็นเมทรกิซ์มติ ิ 1n   

5. det 0A   

6. A  มคี่าล าดบัขัน้เท่ากบั n   

7. เวกเตอรแ์ถวของ A  จะเป็นอสิระเชงิเสน้ 

8. เวกเตอรแ์ถวของ A  จะเป็นอสิระเชงิเสน้ 

พิสูจน์  เหน็ชดัว่า 3 สมมลูกบั 1,2,4 และ 5 

          จะแสดงว่า 3,6,7 และ 8 สมมลูกนั 

          เริม่จาก จะพสิูจน์ว่า 3 6→   

          ให ้ A  สมมลูตามแถวกบั nI  และเนื่องจาก nI  มจี านวนแถวทีไ่ม่เป็นศูนยห์มด n  แถว จะได้

ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  จะมมีติเิท่ากบั n   

          ดงันัน้ A  มคี่าล าดบัขัน้เป็น n   

      ต่อไปจะพสิจูน์ว่า 6 7→   

       ให ้ A  มลี าดบัขัน้เป็น n   

จะไดว้่า ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  จะมมีติเิท่ากบั n   

และเวกเตอรแ์ถว n  เวกเตอรข์อง A  ทัว่ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A   

ดงันัน้ เวกเตอรห์ลกัของ A  จะเป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

        ถดัไป จะพสิจูน์ว่า 7 8→   

        ใหเ้วกเตอรแ์ถวของ A  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

จะไดว้่า ปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวและปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ A  จะมมีติเิท่ากบั n   

และเนื่องจากเวกเตอรห์ลกัของ A  แผ่ทัว่รภิูมเิวกเตอรห์ลกั 

ดงันัน้ เวกเตอรห์ลกัของ A  จะเป็นอสิระเชงิเสน้ 

 

         สุดทา้ย จะพสิจูน์ว่า 8 3→   

         ใหเ้วกเตอรห์ลกัของ A  เป็นอสิระเชงิเสน้ 

จะไดว้่า ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของ A  จะมมีติ ิ n  และปรภิูมเิวกเตอรแ์ถวของ A  จะมมีติ ิ n  ดว้ย 

นัน่คอื เมทรกิซข์ ัน้บนัไดลดรปูตามแถวของ A  จะมจี านวนแถวทีไ่ม่เป็นศูนยห์มด n  แถว 

กล่าวคอื เมทรกิซข์ ัน้บนัไดลดรปูตามแถวของ A  จะเป็น nI   

ดงันัน้ A  จะสมมลูตามแถวกบั nI                                                                                
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                  พจิารณาระบบสมการเชงิเสน้ 

                

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

m m

m m

n n nm m n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =

+ + + =

+ + + =

         

สามารถเขยีนในรปูเมทรกิซ์ไดเ้ป็น 

              AX B=    
โดยที ่ A  เป็นเมทรกิซส์มัประสทิธิข์องตวัแรในระบบสมการ 

         B  เป็นเมทรกิซข์องค่าคงทีใ่นระบบสมการ 

และ   X เป็นเมทรกิซข์องตวัแปรในระบบสมการ 

หรอืเขยีนแทนดว้ย 

           

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

n

n

n n nm m n

a a a x b

a a a x b

a a a x b

     
     
     =
     
     
     

  

หรอื 

11 12 1 1

21 2 2 2

1 2

1 2

m

m

m

n n nm n

a a a b

a a a b
x x x

a a a b

       
       
       + + + =
       
       
       

  

นัน่คอื 
1 21 2 mmAX x c x c x c= + + +   

เมื่อ 
1 2, ,..., mc c c  ปรภิูมเิวกเตอรห์ลกัของเมทรกิซ ์ A   

และ ; 1,2,...,ix i m=  เป็นตวัแปรในระบบสมการ 

        จากสมการขา้งตน้ จะไดว้่าผลคณู AX  เป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรห์ลกัของ A  ดงัทฤษฎี

บทต่อไปนี้ 

 

ทฤษฎีบท 4.9 ระบบสมการเชงิเสน้ AX B=  จะมผีลเฉลย กต็่อเมื่อ B  เป็นการรวมเชงิเสน้ของ

เวกเตอรห์ลกัของ A   

พิสูจน์  ให ้ AX B=  เป็นระบบสมการ  

           

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

m m

m m

n n nm m n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =

+ + + =

+ + + =
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1. ให ้ AX B=  มผีลเฉลย 

และสมมต ิ

1

2

m

x

x
X

x

 
 
  =
 
 
 

 เป็นผลเฉลยของ AX B=   

จะไดว้่า AX B =   

หรอื    

11 12 1

21 2 2

1 2

1 2

m

m

m

n n nm

a a a

a a a
B x x x

a a a

     
     
       = + + +
     
     
     

  

ดงันัน้ B  เป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรห์ลกัของ A   

 

2.  ให ้ B  เป็นการรวมเชงิเสน้ของเวกเตอรห์ลกัของ A   

ฉะนัน้ จะมสีเกลาร ์
1 2, ,..., mx x x    ทีท่ าให ้

        
1 21 2 mmB x c x c x c  = + + +   

เมื่อ 
1 2 mc c c+ + +  เป็นเวกเตอรห์ลกัของเมทรกิซ์ A  

นัน่คอื  

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

m

m

m

n n nm

a a a

a a a
B x x x

a a a

     
     
       = + + +
     
     
     

  

ดงันัน้ ระบบสมการเชงิเสน้ AX B=  มผีลเฉลย                                                                   

 
 

ตวัอย่างเช่น ก าหนดให ้  
1 2 33 2 1x x x− + + =    

                                1 2 3

1 2 3

2 3 9

2 2 3

x x x

x x x

+ − = −

+ − = −
  

หรอืสามารถเขยีนใหอ้ยู่ในรูป AX B=  ไดด้งันี้ 

               
1

2

3

1 3 2 1

1 2 3 9

2 1 2 3

x

x

x

−     
     

− = −
     
     − −     

  

จากการแก้ระบบสมการ จะไดว้่า ผลเฉลยเป็น 
1 2 32, 1, 3x x x= = − =   
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     ดงันัน้ ผลคณูของเมทรกิซ ์
1 3 2 2

1 2 3 1

2 1 2 3

−   
   

− −
   
   −   

 สามารถเขยีนใหอ้ยู่ในรูปของการรวมเชงิเสน้ของ

เวกเตอรห์ลกัของ A  ไดด้งันี้ 

                     
1 3 2 1

2 1 2 3 3 9

2 1 2 3

−       
       

− + − = −
       
       − −       

  

4.3 เวกเตอรพิ์กดัและเมทริกซ์พิกดั (Coordinate Vector and  Coordinate Matrix) 

นิยาม 4.6   ถา้  1 2, ,..., nS v v v=  เป็นฐานหลกัของปรภิูมเิวกเตอร ์V  และ v V  สมมต ิ

1 2, ,..., nc c c   

เป็นสเกลารท์ีท่ าให ้
1 21 2 ... nnv c v c v c v= + + +  เวกเตอรพิ์กดัของ v  เทียบกบัฐานหลกั S  

(Coordinate Vector of v  with respect to the ordered basis S  ) จะเขยีนแทนดว้ย ( )
S

v  ซึง่นิยาม 

( ) ( )1 2, ,..., nS
v c c c=  โดยเรยีกสมาชกิของ ( )

S
v  ว่า พิกดัของ v  เม่ือเทียบกบั S  (Coordinates  of 

v  with respect to S ) และ เมทริกซ์พิกดั (Coordinate matrix) ของ v  เทยีบกบัฐานหลกั S  จะเขยีน

แทนดว้ย ( )
S

v  จะเป็นเมทรกิซ ์ 1n  ซึง่เท่ากบั 

1

2

n

c

c

c

 
 
 
 
 
 

  

 

ตวัอย่าง 4.14  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  ก าหนดให ้  1 2 3, ,S v v v=  เป็นฐานหลกั โดยที ่

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

1,2,1 , 2,9,0 , 3,3,4v v v= = =   

1) จงหาเวกเตอรพ์กิดัและเมทรกิซพ์กิดัของ ( )5, 1,9v = −  เทยีบกบัฐานหลกั S   

2) จงหาเวกเตอร ์ v  ใน 3  ทีม่เีวกเตอรพ์กิดัเท่ากบัฐานหลกั S  คอื ( ) ( )1,3, 2
S

v = −   

วิธีท า  1) พจิารณา 
1 2 31 2 3v c v c v c v= + +   เมื่อ 

1 2 3, ,c c c  เป็นสเกลาร ์จะได ้

             ( ) ( ) ( ) ( )1 2 35, 1,9 1,2,1 2,9,0 3,3,4c c c− = + +    

             หรอื     1 2 32 3 5c c c+ + =   

                     
1 2 32 9 3 1c c c+ + = −   

             และ            
1 34 9c c+ =   

แกร้ะบบสมการเชงิเสน้หาค่าของ 1 2 3, ,c c c  โดยจะไดผ้ลเฉลย 
1 2 31, 1, 2c c c= = − =   

ดงันัน้ เวกเตอรพ์กิดัของ ( )5, 1,9v = −  เทยีบกบัฐานหลกั S  คอื ( ) ( )1, 1, 2
S

v = −   
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และเมทรกิซพ์กิดัของ ( )5, 1,9v = −  เทยีบกบัฐานหลกั S  คอื  

1

1

2
S

v

 
 

= −
 
  

  

 

           2) เนื่องจากเวกเตอรพ์กิดัของ v  เทยีบกบัฐานหลกั S  คอื ( ) ( )1,3, 2
S

v = −  จะได ้ 

                                   ( ) 1 2 31 3 2v v v v= − + +   

                                     ( )( ) ( ) ( )1 1,2,1 3 2,9,0 2 3,3,4= − + +   

                                      ( )11,31,7=                                                                      

ตวัอย่าง 4.15  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 2P  ก าหนดให ้  21, ,S x x=  เป็นฐานหลกั จงหาเวกเตอรพ์กิดัและ 

เมทรกิซพ์กิดัของ 2

0 1 2P a a x a x= + +   

วิธีท า เนื่องจาก  21, ,S x x=  เป็นฐานหลกัมาตรฐานหลกัของ 2P   

และก าหนดให ้ 2

0 1 2P a a x a x= + +  จะได ้เวกเตอรพ์กิดัและเมทรกิซพ์กิดัของ P  เทยีบกบัฐานหลกั S  

คอื  

( ) ( )0 1 2, ,
S

p a a a=  และ 
0

1

2

S

a

p a

a

 
   =   
  

 ตามล าดบั                                                              

 
 

ตวัอย่าง 4.16  ในปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  ให ้ ( ) ( ) ( ) 1 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1S =  และ 

( ) ( ) ( ) 2 0,1,1 , 1,0,0 , 0,1,0S =  จงหาเมทรกิซพ์กิดัของ ( )2,3,4v =  เทยีบกบั 1S  และ 2S   

วิธีท า  จะเหน็ว่า 1S   เป็นฐานหลกัมาตรฐานหลกัของ 3   

          พจิารณา ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32,3,4 1,0,0 0,1,0 0,0,1c c c= + +  เมื่อ 1 2 3, ,c c c  เป็นสเกลาร ์

          จะได ้
1 2 32, 3, 4c c c= = =   

          นัน่คอื ( ) ( ) ( ) ( )2,3,4 2 1,0,0 3 0,1,0 4 0,0,1= + +   

          ดงันัน้  
1

2

3

4
S

v

 
 

=
 
  

  

จากตวัอย่าง 4.10 จะเหน็ว่า 2S  เป็นฐานหลกัของ 3   

          พจิารณา ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32,3,4 0,1,1 1,0,0 0,1,0c c c= + +  เมื่อ 1 2 3, ,c c c  เป็นสเกลาร ์

           จะได ้
1 2 34, 2, 1c c c= = = −   
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           ดงันัน้  
2

4

2

1
S

v

 
 

=
 
 − 

                                                                                       

 

จากตวัอย่างที ่4.16 จะเหน็ว่า เวกเตอร ์ v  เดยีวกนัแต่คนละฐานหลกัจะมพีกิดัทีแ่ตกต่างกนั 

 

4.4 การเปล่ียนฐานหลกั (Change of Basis)  

      เพือ่ใหง้า่ยต่อความเขา้ใจในเรื่องการเปลีย่นฐานหลกั จะเริม่ตน้จาก ให ้V  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์โดย

ม ี                  1 2,B u u=  และ  1 2,B u u  =  เป็นฐานหลกั 

สมมตวิ่า  1 B

a
u

b

 
 =  

 
 และ  2 B

c
u

d

 
 =  

 
  

จะได ้ 1 1 2u au bu = +  และ 2 1 2u cu du = +   

ก าหนดให ้ v  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน V  โดย   1

2
B

k
v

k

 
=  
 

 เป็นเมทรกิซพ์กิดัเทยีบกบัฐานหลกัใหม่  

จะได ้  
1 21 2v k u k u = +   

            ( ) ( )1 2 1 21 2k au bu k cu du= + + +  

            ( ) ( )1 21 2 1 2k a k c u k b k d u= + + +     

ดงันัน้ เมทรกิซพ์กิดัเทยีบกบัฐานหลกัเก่า B  ของ v  คอื  

             1 2

1 2
B

k a k c
v

k b k d

+ 
=  

+ 
  

                  1

2

ka c

kb d

  
=   
   

  

                   
B

a c
v

b d 

 
=  
 

  

                       1 2,
B B B

u u v


  =     

                   
B

P v


=   

โดยที ่       
a c

P
b d

 
=  
 

  

                     1 2,
B B

u u  =     

          

        ซึง่ทีก่ล่าวมาขา้งตน้นี้ เป็นวธิกีารหาเมทรกิซพ์กิดัส าหรบัฐานหลกัใหม่ B  เทยีบกบัฐานหลกัเก่า 

B  เมื่อปรภิูมเิวกเตอร ์V  มมีติ ิ2 แลว้จงึพฒันาแนวคดิไปสูก่รณีทัว่ไป ส าหรบัปรภิูมเิวกเตอร ์V  ทีม่ี
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มติ ิ n  ในท านองเดยีวกนั จะไดว้่าเมทรกิซพ์กิดัเทยีบกบัฐานหลกัเก่า  1 2, ,..., nB u u u   =  กบัเมท

รกิซ ์ P  กล่าวคอื    
B B

v P v


=  โดยหลกัของเมทรกิซ ์ P  เป็นเมทรกิซพ์กิดัของเวกเตอรใ์นฐานหลกั

ใหม่เทยีบกบัฐานหลกัเก่า นัน่คอื เวกเตอรห์ลกัของ P  คอื 1 2, ,..., n
B B B

u u u       
          

 หรอื 

1 2, ,..., n
B B B

P u u u
        =
            

 เรยีกเมทรกิซ ์ P  ว่า เมทริกซ์เปล่ียนสถานะ  (Transition Matrix) 

จาก B  ไป B  เขยีนแทนดว้ย B BA  ซึง่สามารถพสิูจน์ไดด้งัทฤษฎตี่อไปนี้ 

 

 

ทฤษฎีบท 4.10  ให ้ v  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ในปรภิูมเิวกเตอร ์V  ถา้ P  เป็นเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก

ฐานหลกั  1 2, ,..., nB u u u=  ไป  1 2, ,..., nB u u u   =  แลว้    
B B

v P v


=   

พสิจูน์  ให ้ V  เป็นปรภิูมเิวกเตอร ์โดยม ี  1 2, ,..., nB u u u=  และ  1 2, ,..., nB u u u   = เป็นฐานหลกั  

สมมต ิ      

11 21 1

12 22 2

1 2

1 2

, ,...,

n

n

nB B B

n n nn

a a a

a a a
u u u

a a a

     
     
       = = =
     
     
     

  

จะได ้ 
1 1 211 12 1 nnu a u a u a u = + + +   

        2 1 221 22 2 nnu a u a u a u = + + +
  

และ  
1 21 2n nn n nnu a u a u a u = + + +   

ก าหนดให ้ v  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ใน V  โดย  

1

2

B

n

k

k
v

k



 
 
 =
 
 
 

  เป็นเมทรกิซพ์กิดัเทยีบกบัฐานหลกั B   

จะได ้  
1 21 2 nnv k u k u k u  = + + +   

            ( ) ( )1 2 1 21 11 12 1 2 21 22 2n nn nk a u a u a u k a u a u a u= + + + + + + +    

               ( )1 21 2 nn n n nnk a u a u a u+ + + + +  

            ( ) ( )1 21 11 2 21 1 1 12 2 22 2n n n nk a k a k a u k a k a k a u= + + + + + + +    

               ( )1 1 2 2 nn n n nnk a k a k a u+ + + + +   

ดงันัน้ เมทรกิซพ์กิดัเทยีบกบัฐานหลกั B  ของ v  คอื  
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1 11 2 21 1

1 12 2 22 2

1 1 2 2

n n

n n

B

n n n nn

k a k a k a

k a k a k a
v

k a k a k a

+ + + 
 

+ + +
 =
 
 

+ + + 

  

                   

11 21 1 1

12 22 2 2

1 2

n

n

n n nn n

a a a k

a a a k

a a a k

   
   
   =
   
   
   

  

                    

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

B

n n nn

a a a

a a a
v

a a a



 
 
 =
 
 
 

 

 

                 1 2, ,..., n B
B B B

u u u v


        =
            

 

                 
B

P v


=   

โดยที ่      

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
P

a a a

 
 
 =
 
 
 

  

                 1 2, ,..., n
B B B

u u u
        =
            

                                                                    

 
 

ตวัอย่าง 4.17  ก าหนดปรภิูมเิวกเตอร ์ 2  ม ี  1 2,B u u=  และ  1 2,B u u  =  เป็นฐานหลกัของ 2             

โดยที ่ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21,0 , 0,1 , 1,1 , 2,1u u u u = = = =   

จงหา 1) เมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป B   

        2)  
B

v  เมื่อ  
3

5B
v



− 
=  
 

  โดยใชเ้มทรกิซเ์ปลีย่นสถานะ 

วิธีท า   1) เพราะว่า ( ) ( ) ( )1,1 1 1,0 1 0,1= +   

              หรอื        1 1 2u u u = +   

              ดงันัน้   1

1

1B

u
   =      

  

              และเพราะว่า ( ) ( ) ( )2,1 2 1,0 0,1= +   
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             หรอื          2 1 22u u u = +   

              ดงันัน้ 2

2

1B

u
   =      

  

ฉะนัน้ เมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป 1 2

1 2
,

1 1
B B

B B

A u u

     = =          
  

          2)  ให ้ 2

3

5B
v



− 
=  
 

  

               จาก    B BB B
v A v 

=   

               จะได ้  
1 2 3 7

1 1 5 2B
v

−     
= =     
     

                                                                    

  
 

จากตวัอย่าง 4.17 ขอ้ 2) เราสามารทีจ่ะหา  
B

v  ไดโ้ดยตรง ดงันี้ 

                 ( ) ( )

( )

1 23 5

3 1,1 5 2,1

7,2

v u u = − +

= − +

=

  

ดงันัน้  
7

2B
v

 
=  
 

  

       นอกจากนี้ เราสามารถหาเมทรกิซพ์กิดัของสมาชกิในฐานหลกัเก่า 1u  และ 2u  เทยีบกบัฐานหลกั

ใหม่ได ้ดงันี้ 

เนื่องจาก ( ) ( ) ( )1,0 1,1 2,1= − +   

 หรอื          1 1 2u u u = − +   

ดงันัน้      1

1

1B
u



− 
=  
 

  

และเพราะว่า ( ) ( ) ( )0,1 2 1,1 2,1= −   

 หรอื         2 1 22u u u = −   

ดงันัน้     2

2

1B
u



 
=  

− 
  

ฉะนัน้ เมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป B  คอื 
1 2

1 1
B BA 

− 
=  

− 
  

       โดยเมื่อน าเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป B  มาคูณกบัเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป B  
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จะไดเ้มทรกิซเ์อกลกัษณ์  

             1 2 1 2 1 0

1 1 1 1 0 1
B B B B nA A I

−     
= = =     

−     
  

นัน่คอื   1

B B B BA A −

 =   

 

ตวัอย่าง 4.18  ให ้ ( ) ( ) ( ) 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1B =  และ ( ) ( ) ( ) 1,1,0 , 0,1,1 , 1,0,1B =  เป็นฐาน

หลกัของปรภิูมเิวกเตอร ์ 3  จงหาเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป B   

วิธีท า  เพราะว่า ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1,0,0 1,1,0 0,1,1 1,0,1
2 2 2

= − +   

ดงันัน้              ( )

1

2

1
1,0,0

2

1

2

B

 
 
 
 = −    
 
 
  

  

            เพราะว่า ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0,1,0 1,1,0 0,1,1 1,0,1
2 2 2

= + −   

ดงันัน้ ( )

1

2

1
0,1,0

2

1

2

B

 
 
 
 =    
 
 −
  

  

             เพราะว่า ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0,0,1 1,1,0 0,1,1 1,0,1
2 2 2

= − + +   

ดงันัน้ ( )

1

2

1
0,0,1

2

1

2

B

 
− 
 
 =    
 
 
  

  

ฉะนัน้ เมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป B  คอื 

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2

1 1 1
1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

B B B B B
A    

 
− 

 
  = = −             
 
 −
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ทฤษฎีบท  4.11 ให ้ P  เป็นเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจากฐานหลกั B  ไปฐานหลกั B  แลว้ 

             1.  P  จะมตีวัผกผนั 1P −   

             2. 1P − เป็นเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจากฐานหลกั  B  ไป B   

พิสูจน์  ให ้ Q  เป็นเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป B   

จะแสดงว่า 
nPQ I=   

ให ้  1 2, ,..., nB u u u=  และ x  เป็นเวกเตอรใ์ด ๆ ในปรภิูมเิวกเตอร ์V   

สมมต ิ

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

c c c

c c c
PQ

c c c

 
 
 =
 
 
 

  

จะได ้      
B B

x P x


=   

และ        
B B

x Q x

=   

นัน่คอื    
B B

P x PQ x

=   

หรอื         
B B

x PQ x=   

ให ้  1

1

0

0

x u

 
 
 = =
 
 
 

  

ดงันัน้  

11 12 1

21 22 2

1 2

1 1

0 0

0 0

n

n

n n nn

c c c

c c c

c c c

    
    
    =
    
    

    

  

หรอื    

11

21

1

1

0

0 n

c

c

c

  
  
   =
  
  

   

  

ในท านองเดยีวกนั ถา้ให ้ x  แทนดว้ย 1 2, ,..., nu u u  จะได ้ 
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11

21

2

1

2

0

1

0

0

0

1

n

n

n

nn

c

c

c

c

c

c

   
   
   =
   
   

  

   
   
   =
   
   

  

  

นัน่คอื 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

nPQ I

 
 
 = =
 
 
 

  

สรุปไดว้่า 1Q P −=                                                                                                  

 

ตวัอย่าง 4.19  ก าหนดปรภิูมเิวกเตอร ์ 2P  และก าหนดฐานหลกั 1B  และ 
2B  ของ 2P  ดงันี้  

 1 1 2 3
, ,B p p p=   โดย  2 2 2

1 2 3
1, 2 3, 1p x x p x x p x= + + = + + = +    

 2 1 2 3
, ,B q q q=  โดย 2 2

1 2 3
1, , 1q x q x q x= + = = +   

1) จงหาเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก 1B  ไป 
2B   

2) จงหาเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก 
2B  ไป 1B  

วิธีท า   1) เนื่องจาก 
0 1 1 1 1 1

1 0 0 1 2 0

1 0 1 1 3 1

 
 
 
 
 

  

             1 2

1 0 0 1 2 0

0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 3 1

R R
 

  
 
 
 

  

       3 3 1

1 0 0 1 2 0

0 1 1 1 1 1

0 0 1 0 1 1

R R R
 

→ −  
 
 
 

  

      2 2 3

1 0 0 1 2 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 1

R R R
 

→ −  
 
 
 

  

ดงันัน้ เมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก 1B  ไป 
2B  คอื  
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1 2

2 2 2
1 2 3

1 2 0

, , 1 0 0

0 1 1

B B
B B B

A p p p

 
      = =         
  

  

 

2) เนื่องจาก 
2 2 1

3 3 1

1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1

1 2 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1

1 3 1 1 0 1 0 2 0 1 1 0

R R R

R R R

  → −  
   

− − −   
   → − −   

  

                                        
1 1 2

3 3 2

1 0 2 1 2 2

0 1 1 1 1 1

2 0 0 2 1 1 2

R R R

R R R

→ −  − 
 

− − − 
 → − − 

  

                                                
3

3

1 0 2 1 2 2

0 1 1 1 1 12

0 0 1 1 1
1

2 2

R
R

 
 −
 →

− − − 
 

− 
 

  

                                         
1 1 3

2 2 3

0 1 0
2 1 0 0

1 1
0 1 0 0

2 2
0 0 1

1 1
1

2 2

R R R

R R R

 
 

→ −  
 −
 

→ +  
 −
  

  

ดงันัน้ เมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก 
2B  ไป 1B  คอื 

2 1
1 1 1

1 2 3

0 1 0

1 1
, , 0

2 2

1 1
1

2 2

B B
B B B

A q q q

 
 
 

       = = −         
 
 −
 

                                                          

          นอกจากนี้ การเปลีย่นฐานหลกัสามารถน ามาประยุกตก์บัการหมุนแกนไดอ้กีดว้ย ซึง่ในหลาย ๆ 

ปัญหาของระบบพกิดัฉาก xy  จะสามารถเปลีย่นเป็นใหอ้ยู่ในระบบพกิดัฉาก x y   ไดโ้ดยการหมุนแกน

ทวนเขม็นาฬกิาทีจุ่ดก าเนิดดว้ยมุม   เมื่อท าส าเรจ็ไดจุ้ด Q  ใหม่ มพีกิดัเทยีบกบัระนาบ xy  และ

ระนาบ x y   โดยอาศยัเวกเตอรห์นึ่งหน่วยมาตรฐาน (Standard Unit Vector) เขา้มาช่วย ทัง้นี้นิยาม

ของเวกเตอรห์นึ่งหน่วยมาตรฐาน คอื เวกเตอรซ์ึง่มขีนาดหนึ่งหน่วย ในระนาบพกิดัฉากนิยามใช ้

( )1,0i =  และ ( )0,1j =  แทนเวกเตอรห์นึ่งหน่วยตามแนวแกน x  และ y  ทางบวก ตามล าดบั และ 

ให ้ 1u   และ 2u   เป็นเวกเตอรห์นึ่งหน่วยมาตรฐานตามแกน x  และ y  ทางบวก ตามล าดบั เราเทยีบ
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การหมุนเท่ากบัการเปลีย่นฐานหลกัเก่า  1 2,B u u=  และฐานหลกัใหม่  1 2,B u u  =  ดงัรปู     

  

 

 

 

           y                                                                                                                                                                                                                                     

y                                                                                                2u   

                             ( )
( )

,

,

x y
Q

x y 





                                       2u    

                                      x                                                                                   
1u    

                                          x                                                                          1u                                                    
 

โดยจะไดค้วามสมัพนัธว์่า 1
x x

P
y y

−
   
=      

  

ซึง่ P  เป็นเมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป B  สามารถหาไดจ้ากเมทรกิซพ์กิดัของฐานหลกัใหม่ 1u   

และ 2u   เทยีบกบัฐานหลกัเก่า มหีลกัการดงันี้ 

          ก าหนดใหส้ว่นประกอบของ 1u   เทยีบกบัฐานหลกัเก่าเป็น cos  และ sin   

กล่าวคอื 1

cos

sinB

u




   =      
 ดงัรปู 

 

 

                  y           y  
 

                                                        x        
                                         1u     

                                              sin   

                                      cos                          x   
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และ 2

cos
sin2

cos
sin

2

B

u









  
+   −     = =         
+  

  

  ดงัรปู 

 

 

                        y                 y   
 

                         2u                                                x   

             sin
2



 

+ 
 

  

                                         
2


 +                            x   

              cos
2



 

+ 
 

                                                           

 

ดงันัน้ เมทรกิซเ์ปลีย่นสถานะจาก B  ไป B  คอื 

          cos sin

sin cos
B BP A

 

 


− 
= =  

 
  

 โดยมตีวัผกผนัของ P  คอื  

          1
cos sin

sin cos
P

 

 

−  
=  

− 
  

นัน่คอื cos sin

sin cos

x x

y y

 

 

     
=      −     

  

หรอื cos sinx x y  = +   

และ sin cosy x y  = − +   

 

ตวัอย่างเช่น ถา้ใหห้มุนแกนไปเป็นมุม 45 =   

จะไดว้่า 1
sin 45 cos45

2
= =   
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และ   

1 1

2 2

1 1

2 2

x x

y y

 
    
 =        − 
 

  

ถา้พกิดัเก่าของจุด Q  คอื ( ) ( ), 2, 1x y = −   

แลว้   

1 1 1

22 2 2

1 1 1 3

2 2 2

x

y

   
      
   = =    −      − −   
   

       นัน่คอื พกิดัใหม่ของ Q  คอื 

( )
1 3

, ,
2 2

x y
 

  = − 
 

  

 

                                             แบบฝึกหดับทท่ี 4 
 

1. จงพจิารณาว่า เซตในขอ้ใดต่อไปนี้เป็นฐานหลกัของ 3   

       1.1 ( ) ( ) ( ) 1,0,0 , 2,2,0 , 3,3,3         1.2  ( ) ( ) ( ) 3,1, 4 , 2,5,6 , 1,4,8−   

       1.3 ( ) ( ) ( ) 2, 1,1 , 4,1,1 , 0, 7,1− −       1.4 ( ) ( ) ( ) 1,6,4 , 2,4, 1 , 1,2,5− −   

2. จงพจิารณาว่า เซตในขอ้ใดต่อไปนี้เป็นฐานหลกัของ 2P   

          2.1  2 21 3 2 ,1 4 ,1 7x x x x x− + + + −   

          2.2  2 2 24 6 , 1 4 2 ,5 2x x x x x x+ + − + + − −   

          2.3  2 2 21 , ,x x x x x+ + +   

3. ในปรภิูมเิวกเตอร ์
2 2M 

 ให ้ 3 6 0 1 0 8 1 0
, , ,

3 6 1 0 12 4 1 2
S

 − −        
=         

− − − − −        
  

    จงพสิจูน์ว่า S  เป็นฐานหลกัของ 
2 2M 

  

4. จงหาฐานหลกัของ 3  โดยทีฐ่านหลกันี้มเีวกเตอรท์ีก่ าหนดเป็นสมาชกิ 

       4.1 ( )1,0,1v =                      4.2 ( ) ( )1 22,3, 1 , 4, 2,1v v= − = −   

5. จงหาฐานหลกัและมติขิองปรภิูมขิองผลเฉลยของระบบสมการเชงิเสน้แบบเอกพนัธุต์่อไปนี้ 

1 2 3

1 2 3

1 3

5.1 0

2 2 0

0

x x x

x x x

x x

+ − =

− − + =

− + =

                  
    

1 2 3 4

1 2 3 4

5.2 3 0

5 0

x x x x

x x x x

+ + + =

− + − =   
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1 2 3 4

1 2 3 4

5.3 4 3 0

2 8 6 2 0

x x x x

x x x x

− + − =

− + − =                 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.4 3 0

2 6 2 0

3 9 3 0

x x x

x x x

x x x

− + =

− + =

− + =

  

 

1 2 3

1 3

2 3

5.5 2 3 0

5 0

0

x x x

x x

x x

+ + =

+ =

+ =

                      

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.6 0

3 3 2 0

4 3 0

6 5 0

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + =

+ − =

+ − =

+ + =

  

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.7 3 2 0

5 0

3 5 8 0

x x x

x x x

x x x

+ + =

+ + =

+ + =

                            
1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.8 2 7 0

2 3 2 0

2 0

x x x

x x x

x x x

− + =

+ − =

− + =

  

 

1 2 3

1 2 3

5.9 4 2 0

2 5 0

x x x

x x x

+ + =

+ + =                            
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5.10 2 2 2 0

2 3 2 0

2 4 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + − =

+ − + − =

+ − + + =

  

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5.11 2 3 4 0

2 4 2 5 0

2 4 2 4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + − =

+ − − + =

+ − + − =
           

1 2 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 5

3 4 5

5.12 2 2 0

2 3 0

2 0

0

x x x x

x x x x x

x x x x

x x x

+ − + =

− − + − + =

+ − − =

+ + =

  

1 2 3

1 3

1 2 3

5.13 0

0

2 3 0

x x x

x x

x x x

+ + =

+ =

+ + =

                            
1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.14 3 2 0

5 0

3 5 8 0

x x x

x x x

x x x

+ + =

+ + =

+ + =

  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5.15 2 7 0

2 3 2 0

2 0

x x x

x x x

x x x

− + =

+ − =

− + =

                        
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5.16 2 2 2 0

2 3 2 0

2 4 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + − =

+ − + − =

+ − + + =

  

6. จงหาฐานหลกัของเซตของผลเฉลยซึง่เป็นปรภิูมยิ่อยของ 3  ทีก่ าหนด 

6.1 ระนาบ 3 2 5 0x y z− + =                       6.2 เสน้ตรง 2 , 1, 4x t y z t= = − =   
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7. ก าหนด V  เป็นปรภิูมยิ่อยของ 4  จงหามติขิอง V  ทีก่ าหนด 

7.1 ( ) , , ,0 , ,V a b c a b c=                    7.2 ( ) , , , ,V a b c d d a b c a b= = + = −   

7.3 ( ) , , , ,V a b c d e a c e= = =   

8. จงหาเมทรกิซพ์กิดัและเวกเตอรพ์กิดัของ v  เทยีบกบัฐานหลกั  1 2,S v v=   

8.1 ( ) ( ) ( )1 21,0 , 0,1 , 3, 7v v v= = = −            8.2 ( ) ( ) ( )1 22, 4 , 3,8 , 1,1v v v= − = =   

8.3 ( ) ( ) ( )1 21,1 , 0,2 , ,v v v a b= = =   

9. จงหาเวกเตอรพ์กิดัและเมทรกิซพ์กิดัของ v  เทยีบกบั  1 2 3 4, , ,S v v v v=  เมื่อ 

    1 2 3 4

2 0 1 1 1 1 0 0 0 0
, , , ,

1 3 0 0 0 0 1 0 0 1
v v v v v

−         
= = = = =         

−         
  

 

                                       ผลเฉลยแบบฝึกหดับทท่ี 4 
 

1.     1.1, 1.2, 1.3                                                 2. 2.2, 2.3 

4.    4.1 ( ) ( ) ( ) 1,0,1 , 1,0,0 , 0,1,0                          4.2 ( ) ( ) ( ) 2,3, 1 , 4, 2,1 , 1,0,0− −   

5.    5.1 ฐานหลกั = (1,0,1); มติ ิ=1 

       5.2 ฐานหลกั = (1, 0, -1/2, 0), (0, 1, 1/2, 1);  มติ ิ=2 

       5.3 ฐานหลกั = (4, 1, 0, 0), (-3, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1); มติ ิ=3 

       5.4 ฐานหลกั = (3, 1, 0), (-1, 0, 1); มติ ิ=2 

       5.5 ไม่มฐีานหลกั; มติ ิ=0 

       5.6 ฐานหลกั = (4, -5, 1); มติ ิ=1 

       5.7 ฐานหลกั = (7, -1, -2);  มติ ิ=1 

       5.8 ไม่มฐีานหลกั; มติ ิ=0 

       5.9  ฐานหลกั = (18, -1, -7); มติ ิ=1 

       5.10  ฐานหลกั = (2, -1, 0, 0, 0), (4, 0, 1, -1, 0), (3, 0, 1, 0, 1); มติ ิ=3 

       5.11  ฐานหลกั = (2, -1, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0);  มติ ิ=2 

       5.12 ฐานหลกั = (-1, 1, 0, 0, 0), (-1, 0, -1, 0, 1) ; มติ ิ=2 

       5.13 ฐานหลกั = (-1, -1, 1); มติ ิ=1 
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       5.14 ฐานหลกั = (-7/2, 1/2, 1); มติ ิ=1 

       5.15 ไมฐ่านหลกั; มติ ิ=0 

       5.16  ฐานหลกั = (-2, 1, 0, 0, 0), (-4, 0, -1, 1, 0), (3, 0, 1, 0, 1); มติ ิ=3 

6.    6.1  (1, 0, -3/5), (0, 1, 2/5) หรอื (2/3, 1, 0), (-5/3, 0, 1) หรอื (1, 3/2, 0), (0, 5/2, 1) 

7.    7.1 มติ ิ=3                    7.2 มติ ิ=2                 7.3 มติ ิ=3 
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