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บทที่ 5 

อินทิกรัลเชิงผิวโคง (Surface Integral) 
 

1. ปริพันธตามเสน (Line Integrals) 

 เราทราบวาอินทิกรัลจํากัดเขต ( )
b

a

f x dx  เปนการอินทิเกรตคาฟงกชัน ( )f x  ตามแนวแกน x จาก 

x a  ถึง x b  ในหัวขอนี้จะขยายแนวคิดไปสูอินทิกรัลตามเสน (line Integrals)ซึ่งเปนอินทิกรัลของ

ฟงกชันคาเวกเตอรตามเสนโคงท่ีกําหนด 

 บทนิยาม 1.1 กำหนดให   ˆˆ ˆ, , ( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z f x y z i g x y z j h x y z k  


 เปนสนาม

เวกเตอร และ C  เปนสมการเสนโคงเปน ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )r t x t i y t j z t k  
 เมื่อ a t b  อินทิกรัลตาม

เสนของ F


 บนเสนโคง C  เขียนแทนดวย 
C

F dr
   โดยที ่

b

C a

drF dr F dt
dt

  
 

 

 
ขอสังเกต 

เนื่องจาก F dr
 

 เปนคาสเกลาร อินทิกรัลตามเสน 
b

a

drF dt
dt



 จึงเปนอินทิกรัลจํากัดเขตที่มี t  

เปนตัวแปรอินทิเกรต 

ตัวอยาง 1.0 จงหาคาของ 
C

F dr
   เมื่อ ˆ ˆ( , )F x y yi xj 


 และ C  เปนสวนของเสนตรงจาก

จุด (2,0)  ไปยัง (0,2)  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

t2

t1

b
a

F r(t2)

r'(t2)

r'(t1)

F r(t1)
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ตัวอยาง 1.1 วัตถุเคลื่อนที่บนเสนโคงพาราโบลา 2y x  ดวยแรงซึ่งกำหนดโดยสนามเวกเตอร 
2 2ˆ ˆ( , ) 2 ( )F x y xyi x y j  


 จงหางานที่เกิดขึ้นเมื่อวัตถุเคลื่อนที่จาก (1,1) ไป (2,4)  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
ตัวอยาง 1.2 จงหางานของวัตถุที่เคลื่อนที่บนสวนโคงในทิศทวนเข็มนากิาของวงกลมรัศม ี2 หนวย 

ในจตุภาคท่ี 1 ดวยแรงซึ่งกำหนดโดยสนามเวกเตอร ˆ ˆ( , )F x y yi xj  


  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 1.3 จงหางานของสนามเวกเตอร  2 2ˆ ˆ( , )F x y xy i x yj 


 ท่ีเคลื่อนที่ไปตามสวนของ

เสนตรงที่เชื่อมจากจุด (1,2) ไปยัง (2,4)  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 1.4 จงหางานของสนามเวกเตอร  ˆˆ ˆ( , , )F x y z xyi yzj zxk  


 ที่เคลื่อนที่ไปตามสวน

ของเสนตรงที่เชื่อมจากจุด (0,0,0)  ไปยัง (1,3,2)  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ทฤษฎีบท 1.1 ถาเสนโคง C  ประกอบไปดวยเสนโคง 1 2 3, , ,..., nC C C C  แลว 

1 2

...
nC C C C

F dR F dR F dR F dR          
       

    

 
 

ตัวอยาง 1.5 จงคำนวณหาคาของ 
C

F dR
 

  เมื่อ ˆ ˆ( , ) (2 ) (3 )F x y x y i y x j   


 และ C  

เปนเสนโคงที่ประกอบดวย เสนตรงจากจุด ( 4,2)  ไปยังจุด ( 2,0)  และครึ่งวงกลมในทิศทางตามเข็ม

นาิกาจากจุด ( 2,0)  ไปยังจุด (2,0)  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Cn

C3

C2

C1
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ตัวอยาง 1.6 จงหาคาของ 2 2[( ) ( ) ]
C

x y dx x y dy    เมื่อ  C  เปนเสนโคงที่กำหนดโดย 

2y x  จากจุด ( 1,2)  ไปยังจุด (1,2) 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 1.7 จงหาคาของ 
C

F dR
 

  เมื่อ  1C  เปนสวนหนึ่งของพาราโบลา 24 ,y x  0z   

จากจุด (2,0,0)  ไปยังจุด (0,4,0)  และ 2C  เปนสวนของเสนตรงจากจุด (0,4,0)  ไปยังจุด (0,4,1)  และ 3C  

เปนสวนของเสนตรงจากจุด (0,4,1)  ไปยังจุด (1,1,2)ซึ่งมีสนามเวกเตอรเปน ˆˆ ˆ( , , ) zF x y z xe i zj yk  


 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 บทนิยาม 1.2 ถา C  เปนเสนโคง จะกลาววา C  เปนเสนโคงปด (Closed Curve) ก็ตอเมื่อ 

จุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของเสนโคง C  เปนจุดเดียวกัน เราจะเขียนอินทิกรัลตามเสนบนเสนโคงปดดวย 

C

F dR
 

   

        

       
ตัวอยาง 1.8 จงหางานท่ีเกิดจากสนามแรง ˆ ˆ( , )F x y yi xj  


 ทําใหวัตถุเคลื่อนที่ไปตามวงกลม

รัศมีหนึ่งหนวยในทิศทางทวนเข็มนาิกาหนึ่งรอบ 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 1.9  จงหาคาของ 2 2( )
C

y dx x dy   

                  เมื่อ C  เปนเสนโคงปดดังรูป 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ตัวอยาง 1.10 จงหาคาของ 
C

F dR
 

   เมื่อ ˆ ˆ( , ) xF x y xyi ye j 


  และ C  เปนเสนรอบรูป

สี่เหลี่ยมผืนผาที่มจีุดยอดท้ัง 4 คอื (0, 0), (2, 0), (2,1), (0,1)  โดยเริ่มจากจุด (0,0)  ในทิศทางตามเข็ม

นาิกา 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Y

X

C3 C2

C1

1,1 

1,0 
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ตัวอยาง 1.11 วัตถุช้ินหนึ่งถูกบังคับใหเคลื่อนท่ีในทิศทางตามเข็มนาิกาภายในรางวงรี 
2 2

1
16 25
x y   ถาแรงท่ีกระทําตอวัตถุคือ ˆ ˆ( , )F x y yi xj 


 จงหางานของแรง เมื่อ 3

2 2
t    

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 



56 

 

2. ความเปนอิสระของวิถี (Independence of Path) 

 ในหัวขอ 3.1 เราไดพิจารณางานที่เกิดจากการเคลื่อนที่ของวัตถุดวยสนามแรงไปตามเสนโคง C  จาก

จุด A  ไปยังจุด B  ตอไปเราจะพิจารณาผลกระทบของเสนโคง C  ที่มีตองาน เราอาจคิดวา ถาหากเราตรึง

จุด A  และจุด B  เอาไวและให C  เปนเสนโคงใด ๆ ที่มีจุดเริ่มตนที่ A  และจุดสิ้นสุดท่ี B  งานทีเ่กิดจาก

การเคลื่อนท่ีของวัตถุดวยสนามแรงไปตามเสนโคง C  ที่ตางกัน นาจะมีคาไมเทากัน แตมีคำถามวา จะมีสนาม

แรงแบบไหนหรือไมที่ทำใหงานมีคาเทากันเสมอ ไมวาวัตถุจะเคลื่อนที่ไปตามเสนโคง C  ที่ตางกัน กอนที่จะ

ตอบคำถามนี้ใหนักศึกษาพิจารณาคาปริพันธตามเสนบนเสนโคงตาง ๆ ในตัวอยางตอไปนี้ 

 

 ตัวอยางที่ 2.1 จงหาคาของ 
C

F dR
 

 เมื่อ 3 2ˆ ˆ( , ) ( )F x y x i x y j  


 และ C  เปนเสนโคง

จากจุด (0,0)  ไปยังจุด (1,1)  ที่มี 3 แบบดังนี้ 

(ก) C  เปนเสนตรง y x  

(ข) C  เปนพาราโบลา 2y x  

(ค) C  เปนเสนโคงกำลังสาม 3y x  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ตัวอยางที่ 2.2 จงหาคาของ 
C

F dR
 

 เมื่อ 2ˆ ˆ( , ) 2F x y y i xyj 


 และ C  เปนเสนโคงจากจุด 

(0, 0)  ไปยังจุด (1,1)  ที่มี 3 แบบดังนี้ 

(ก) C  เปนเสนตรง y x  

(ข) C  เปนพาราโบลา 2y x  

(ค) C  เปนเสนโคงกำลังสาม 3y x  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
ขอสังเกต 

 จากตัวอยางที่ 1 และตัวอยางที่ 2 สรุปไดวา 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ซึ่งแสดงใหเห็นวาอาจมีสนามแรงบางกลุมที่ทำใหคาปริพันธตามเสนบนวิถีที่ตางกันมีคาเทากันเสมอซึ่งเรา

จะไดกลาวตอไปถึงเงื่อนไขที่ทำใหเกิดผลดังกลาว  

 

 บทนิยาม 2.1 ปริพันธตามเสน จะเรียกวาเปนอิสระจากวิถี (Independence of Path) ถาปริพันธ

ตามเสนโคง C  ซึ่งเรียกเปนชวง ๆ หรือตามวิถีทุก ๆ วิถีที่เชื่อมจุด A  และ B   

ไมเปลี่ยนแปลง สําหรับจุด A  และ B  แตละคูใด ๆ ในบริเวณ R  

 บทนิยาม 2.2 กำหนดให F


 เปนสนามเวกเตอรนิยามบนบริเวณ D  สำหรับทุกจุด A  และ B  ใด ๆ 

ในบริเวณ D  ปริพันธตามเสน  
B

A

F dR
 

 จะกลาววาเปนอิสระของวิถี (Independence of Path) ก็ตอเม่ือ 

B

A

F dR
 

 มีคาเทากันทุก ๆ เสนจาก A  และ B  และจะกลาววา F


 เปน Conservative บน D  นั่นคือ  

1 2 3 4

...
C C C C

F dR F dR F dR F dR          
       

 

 ทฤษฎีบท 2.1 ถา ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )F x y M x y i N x y j 


  เมื่อ ,M N  เปนฟงกชันตอเน่ืองแลว 

C

F dR
 

 เปนอิสระของวิถีก็ตอเม่ือ 

M N
y x

 
 

 

 ทฤษฎีบท 2.2 ถา ˆˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z M x y z i N x y z j P x y z k  


  เมื่อ ,M N  และ 

P  เปนฟงกชันตอเนื่อง แลว 
C

F dR
 

 เปนอิสระของวิถีก็ตอเม่ือ  

,M N N P
y x z y

    
   

 และ M P
z x

 
 

 

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 2.1 และทฤษฎีบท 2.2 จะไดวา F f 


 

 

 ทฤษฎีบท 2.3 ถา ˆˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z M x y z i N x y z j P x y z k  


  เมื่อ ,M N  และ 

P  เปนฟงกชันตอเนื่อง แลว 
C

F dR
 

 เปนอิสระของวิถีก็ตอเม่ือ  

0f F  
 

 

ทฤษฎีบท 2.4 ถา 
B

A

F dR
 

 เปนอิสระของวิถีจากA  ไป B  แลว 

( ) ( )
B

A

F dR f B f A  
 

 

 

ทฤษฎีบท 2.5  
C

F dR
 

 เปนอิสระของวิถีก็ตอเมื่อ  0
C

F dR 
 

  ทุก ๆ เสนโคงปด C   
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 ตัวอยางที่ 2.3 จงหาคาของ 
C

F dR
 

 เมื่อ 2ˆ ˆ( , ) 2F x y xyi x j 


 และ C  เปนสวนของ

เสนตรงจากจุด ( 1,2)  ไปยังจุด (4, 3)   

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ตัวอยางที่ 2.4 จงหาคาของ 
(2,3)

(1,1)

F dR
 

 เม่ือ 3 3 4 21 1ˆ ˆ( , ) 4 3F x y x y i x y j
x y

                 


  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยางที่ 2.5 จงหาคาของ 
C

F dR
 

 เมื่อ ˆ ˆ( , ) ( sin( ) ) ( cos( ) 2)x xF x y e y y i e y x j    


 

และ C  เปนสวนโคงซึ่งกำหนดโดย 3 ˆ ˆ( ) sin cos
2 2 2 2
t tr t t i j                                    


 เมื่อ 0 1t   

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยางที่ 2.6 จงหาคาของ 
(2, 1, 3)

(1,2,3)

F dR
 


 

 เมื่อ 2ˆˆ ˆ( , , ) ( 2 )F x y z yi x y j z k   


  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยางที่ 2.7 จงหาคาของ 
C

F dR
 

 เมื่อ ˆˆ ˆ( , , )F x y z yzi xzj xyk  


 และ C  เปนโคง

จากจุด (1,1,1)  ไปยังจุด (2, 1,3)   

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยางที่ 2.8 จงแสดงวา 2 2(3 2 )
C

x dx yzdy y dz   เปนอิสระจากวิถี และจงคำนวณคา

ปริพันธตามเสนเม่ือ C  เปนโคงเริ่มจากจุด (0,1,2) ไปยังจุด (1, 1,7)   

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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3. ทฤษฎีของกรีนในระนาบ (Green Theorem in Plane) 

 ทฤษฎีบท 3.1 ถา C  เปนเสนโคงปดอยางงาย (Simple Closed Curve) และเปน Positively 

Oriented ในบริเวณ R  และ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )F x y M x y i N x y j 


 เปนสนามเวกเตอรท่ีตอเนื่องและหา

อนุพันธในบริเวณ R  เราจะไดวา 

 
R

CC

N MF dR Mdx Ndy dA
x y

             

   


 
   

 

 ตัวอยาง 3.1 จงใชทฤษฎีบทของกรีนหาคาอินทิกรัล  2 2( 4 4) 8
C

x y dx xydy    เมื่อ C  

เปนรปูวงรี 
2 2

1
16 9
x y    ในทิศทวนเข็มนาิกา 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 3.2 กำหนดให R  เปนบริเวณที่อยูเหนือเสนโคง 2y x  และอยูใตเสนตรง y x  จงใช

ทฤษฎีบทของกรีนหางานในการเคลื่อนที่ของวัตถุไปตามเสนรอบรูปของ R  ในทิศทวนเข็มนาิกา ดวยสนาม

เวกเตอร 
2 22 2ˆ ˆ( , ) ( ) ( )x yF x y e y i e x j   


 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 3.3  จงหาคาของ  
2

( )
R

xydx x y dy   เมื่อ  ( , ) 0 1,1 3R x y x y      

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

 ตัวอยาง 3.4 จงหาคาของ  2( sin ) ( ln )
C

y x dx xy x dy    เมื่อ C  เปนเสนโคงเรยีบวิถี

ปด ในทิศทวนเข็มนาิกา ดังรูป 

 
…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

3

2

1

2 4

Y

X

y= x
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4. อินทิกรัลเชิงผิวโคง (Surface Integrals) 

 ให ˆˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z M x y z i N x y z j P x y z k  


 เปนสนามเวกเตอรให s เปนพื้นผิว ที่

มีสมการเปน ( , )z f x y  และให N


 เปนเวกเตอรตั้งฉากหนึ่งหนวย การศึกษาปริพันธตามผิว เราเริ่มจาก

การศึกษาการไหลของของเหลวผานสวนหนึ่งของพ้ืนผิว s  เหนือบรเิวณปด ,xy yzR R  และ xzR  ในระนาบ 

xy  ระนาบ yz  และ ระนาบ xz  ตามลำดับ 

 

หมายเหตุ  

ที่จุดแตละจุดบนพ้ืนผิว s  มีเวกเตอรตั้งฉากหนึ่งหนวยสองเวกเตอร ที่ทำกับพื้นผิว s  คือ เวกเตอร

ตั้งฉากหน่ึงหนวยดานบน (unit upper normal vector) และเวกเตอรแนวฉากดานลาง (unit lower 

normal vector) 

 พิจารณาปริมาณของของเหลวที่ไหลผานอยางตั้งฉากกับสี่เหลี่ยมฐานโคงรปูที่ i  ซึ่งมีพื้นที่  iA  

ดวยสนามเวกเตอร iF


 ในทิศทางเวกเตอรตั้งฉากหน่ึงหนวย คอืแรง ˆ
i iF N


 และปริมาณของของเหลวที่ได 

เรียกวา ฟลักซ (flux) ของ iF


 ผานพื้นที่ iA ซึ่งปริมาณที่ได คือ 

Flux ของ ˆ
i i i iF F N A  
 

 

และ Flux ของ F


ผานพื้นผิว s  เหนือบริเวณปด R  ทั้งหมดคือ 

Flux ของ ˆ
s

F F N dA 
 

 

และสัญลักษณ ˆ
s

F N dA


 เรียกวาปริพันธตามพ้ืนผิว s  ของสนามเวกเตอร F


  

Flux ของ ˆ
s

F F N dA 
 

 คือปรมิาณของเหลวรวมทั้งหมดท่ีไหลผานพ้ืนผิว s  ตอหนวยเวลา หรือ

เรียกวา อัตราการไหล มีหนวยเปน ลูกบาศกหนวย/หนวยเวลา 

 

 ตอไปเราจะพิจารณาการหาคาปริพันธตามผิว โดยแยกเปน 3 กรณีดังนี้ 

กรณีท่ี 1 

1.1 ในกรณีท่ีสมการของพื้นผิว S  คือ ( , )z f x y และ N


 ชี้ไปทางแกน Z  ดานบวก ให  

xyR  เปนบริเวณที่เกิดจากการฉายพื้นผิว S  ไปยังระนาบ XY  จะไดวา 

ˆ
xys R

z zF N dA M N P dA
x y

              


 

1.2 ในกรณีท่ีสมการของพื้นผิว S  คือ  ,z f x y  และ N


 ชี้ไปทางแกน Z  ดานลบ ให  

xyR  เปนบริเวณที่เกิดจากการฉายพื้นผิว S  ไปยังระนาบ XY  จะไดวา 

ˆ
xys R

z zF N dA M N P dA
x y

             


 

ดังรูป 4.1 
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รูป 4.1 

 

กรณีท่ี 2 

2.1 ในกรณีท่ีสมการของพื้นผิว S  คือ ( , )y g x z และ N


 ชี้ไปทางแกน Y  ดานบวก ให  

xzR  เปนบริเวณที่เกิดจากการฉายพื้นผิว S  ไปยังระนาบ XZ  จะไดวา 

ˆ
xzs R

y yF N dA M N P dA
x z

              


 

2.2 ในกรณีท่ีสมการของพื้นผิว S  คือ  ,y g x z และ N


 ชี้ไปทางแกน Y  ดานลบ ให  

xzR  เปนบริเวณที่เกิดจากการฉายพื้นผิว S  ไปยังระนาบ XZ  จะไดวา 

ˆ
xzs R

y yF N dA M N P dA
x z

             


 

ดังรูป 4.2 

 
รูป 4.2 

-N

F 

N

s

Z

Y

X Rxy

N

Rxy

-N

Z

Y

X
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กรณีท่ี 3 

3.1 ในกรณีท่ีสมการของพื้นผิว S  คือ ( , )x h y z และ N


 ชี้ไปทางแกน X  ดานบวก ให  

yzR  เปนบริเวณที่เกิดจากการฉายพื้นผิว S  ไปยังระนาบ YZ  จะไดวา 

ˆ
yzs R

x xF N dA M N P dA
y z

             


 

3.2 ในกรณีท่ีสมการของพื้นผิว S  คือ  ,x h y z และ N


 ชี้ไปทางแกน X  ดานลบ ให  

yzR  เปนบริเวณที่เกิดจากการฉายพื้นผิว S  ไปยังระนาบ YZ  จะไดวา 

ˆ
yzs R

x xF N dA M N P dA
y z

              


 

ดังรูป 4.3 

 
รูป 4.3 

 ตัวอยาง 4.1 ให ˆˆ ˆ3 3F xi yj zk  


 และ s เปนผิวทรงกระบอก 24x y   เฉพาะสวนที่ถูกตัดดวย

ระนาบ XY  ระนาบ YZ  และระนาบ 4z   จงหาฟลักซ (flux) ของ F


 ผานผิวโคง S  ไปทางดานบวกของ

แกน X  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

-N

N

Z

Y

X

Rxy
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 ตัวอยาง 4.2 ให s เปนสวนหนึ่งของทรงกระบอก xy e  ใน Quadrant ที่ 1 ท่ีฉายลงบนระนาบ 

YZ  ไดระนาบ ;1 2 , 0 1yzR y z      ให  N


 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากกับ S  ซึ่งชี้ออกจาก

ระนาบ YZ  จงหาฟลักซ (flux) ของ ˆˆ ˆ( , , ) 2 2F x y z i yj zk  


 ผานผิวโคง S  ในทิศทางของ N


 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

  ตัวอยาง 4.3 ให ˆˆ ˆ( , , ) 8F x y z yi xj k  


 เปนสนามความเร็วของการไหลของเหลว พื้นผิว S

เปนสวนหนึ่งของทรงกลม 2 2 2 9x y z    เหนือระนาบ XY  และอยูภายในทรงกระบอกที่มีฐานเปน 
2 2 4x y    จงหาฟลักซ (flux) ของ F


 ผานผิวโคง S  ชี้ไปทางแกน Z  ดานลบ 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ตัวอยาง 4.4 จงหาปริพันธตามผิว ˆ
s

F N dS


  เมื่อ S  เปนสวนหนึ่งของพ้ืนผิวทรงพาราโบลา 

2 29y x z     อยูทางดานขวาของระนาบ XZ  ให N


 เปนเวกเตอรตั้งฉากหนึ่งหนวยชี้ไปทางดานบวกของ

แกน  Y  และ  ˆˆ ˆ( , , ) 3 3F x y z xi yj zk  


  ดังรูป 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Rxz

y = 9 - x2  - z2

N

3

3

x2+z2=9

Z

Y

X
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 ตัวอยาง 4.5 จงคำนวณหาคาของฟลักซ (flux) ของสนามเวกเตอร  ˆˆ ˆ( , , )F x y z yi xj zk  


 

ผานพื้นผิว S  ซึ่งเปนพื้นผิวของ 2 21z x y    เหนือระนาบ xy  เมื่อ N


 ชี้ไปทางดานบวกของแกน Z  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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5. ทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ (Divergence Theorem) 

 นิยาม 5.1 ให ˆˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k  


 เปนสนามเวกเตอรใน 3

โดยที ่ ,P Q  และ R  มีอนุพันธแลว divergence ของ F


 คือ 

div P Q RF
x y z

    
  


 

ขอสังเกต ให ˆˆ ˆi j k
x y z
     
  

 และ ˆˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k  


และนิยาม F


 ในทำนองเดียวกันกับผลคณูสเกลารกลาวคือ P Q RF
x y z

      
  


 ดังน้ันเราอาจ

เขียนแทน divF


 ไดดวยสญัลักษณ F


 

 ตัวอยาง 5.1 ให ( , , ) , ,F x y z x y z


 จงหา divF


 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 ตัวอยาง 5.2 ให 2 ˆˆ ˆ( , , ) ( 2 ) ( sin )F x y z xzi z y j x yz k    


 จงหา divF


 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 ตัวอยาง 5.3 ให 3 2 ˆˆ ˆ( , , ) ( ) ( )F x y z xyzi xz y j y xz k    


 จงหา divF


 ที่จุด (2,1, 1)  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ทฤษฎีบท 5.1 ทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ (Divergence Theorem) 

ให E  เปนทรงตันใน 3  ซึ่งถูกลอมรอบดวยผิวเรยีบปดที่ตอเนื่อง และให F


 เปนสนาม

เวกเตอรที่ตอเนื่องและมีอนุพันธบน E  แลว 

div
S E

F ndS F dV  
   

 ตัวอยาง 5.4 จงคำนวณหาคาของฟลักซ (flux) ของสนามเวกเตอร  ˆˆ ˆ( , , )F x y z yi xj zk  


 

ผานพื้นผิว S  ซึ่งเปนพื้นผิวของ 2 21z x y    เหนือระนาบ xy  เมื่อ N


 ชี้ไปทางดานบวกของแกน Z  
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…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ตัวอยาง 5.5 ถา 2 3ˆˆ ˆ( , , )F x y z xyi y zj z k  


 จงหาคา 
S

F ndS
   ซึ่ง S  เปนลูกบาศก

ขนาด 1 หนวย กำหนดโดย 0 1, 0 1x y     และ 0 1z   
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…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ตัวอยาง 5.6 จงหาคาของ 
S

F ndS
   เมื่อ ˆˆ ˆ( , , ) 2 3 2F x y z xyi yj zk  


 เมื่อ S  เปนผิว

ของทรงตันท่ีถูกปดลอมดวยระนาบโคออดิเนตทั้งสามและระนาบ 1x y z    
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 ตัวอยาง 5.7 จงคำนวณหา Flux ของสนามเวกเตอร 3 3 2ˆˆ ˆF x i y j z k  


 ผานผิว S  ซึ่งเปนผิว

ของทรงกระบอกตันท่ีถูกปดลอมดวยผิว 2 2 4x y   ระนาบ 0z   และระนาบ 1z   
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6. ทฤษฎีบทสโตกส (Stokes Theorem) 

 ทฤษฎีบทของกรีนที่กลาวมาแลวเก่ียวของกับรูปแบบของ 2 มิติในหัวขอนี้เปนการปรับขยายทฤษฎี

บทของกรีนไปใชในบริเวณ 3 มิติ  

นิยาม 6.1 ให ˆˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k  


 เปนสนามเวกเตอรซึ่ง

ฟงกชัน , ,P Q R  สามารถหาอนุพันธยอยได curl  ของ F


 คือฟงกชันคาเวกเตอรซึ่งเขียนแทนดวย

สัญลักษณ curlF


 นิยามโดย  

ˆˆ ˆ

curl

i j k

F F
x y z
P Q R

    
  

 
 

 ตัวอยาง 6.1 ให ˆˆ ˆ( , , ) 3 2F x y z yzi xzj xyk  


 จงหา curlF


 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 ตัวอยาง 6.2 ให 2 2 2( , , ) 2 3 , 3 2 , 4F x y z x yz y xz z xy   


 จงหา curlF


 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 ตัวอยาง 6.3 ให 2 ˆˆ ˆ( , , ) ( 2 ) ( sin )F x y z xzi z y j x yz k    


 จงหา curlF


   

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ทฤษฎีบท 6.1 ทฤษฎีบทสโตกส (Stokes Theorem) 
ถา S  เปนผิวแบบเรยีบเปนชวง ๆ และมีเสนโคงปด C  แบบเรียบเชิงเดียวเปนชวง ๆ เปนขอบเขต

ของ S  ให ˆˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )F x y z P x y z i Q x y z j R x y z k  


 เปนสนามเวกเตอร ซึ่งฟงกชัน 

, ,P Q R  มีความตอเนื่องและสามารถหาอนุพันธยอยไดในบริเวณ S  ถา C  เปนไปตามทิศทางบวก จะได 

curl
C S

F dr F ndS   
    

 ตัวอยาง 6.4 ใหใชทฤษฎีบทสโตกสหาคาของ 
C

F dr
   ซึ่ง C  เปนเสนขอบของระนาบ 

1 , 0 2z y x     และ 0 1y   ซึ่ง C  มีทิศทางทวนเข็มนาิกา เม่ือมองรูปจากดานบน โดย

กำหนดให ˆˆ ˆ2F xyi yzj xzk  
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…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ตัวอยาง 6.5 จงหาคาปริพันธตามเสนของ S  ซึ่งเปนสวนหนึ่งของทรงกระบอก 21z x    

0 1x   และ 2 2y    กำหนดให ˆˆ ˆ( , , )F x y z xyi yzj zxk  
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 ตัวอยาง 6.6 ใหใชทฤษฎีบทสโตกสหาคาของ ( )
C

zdx xdy ydz   ซึ่ง C  เปนเสนตาม

ทรงกระบอก 2 2 1x y   ในระนาบ 2y z   และ ซึ่ง C  มีทิศทางทวนเข็มนาิกา เมื่อมองรูปจาก

ดานบนของทรงกระบอก  
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