
บทที่ 7
ริงและสมบัติเบื้องตนของริง

สำหรับ 6 บทที่ผานมาไดศึกษาโครงสรางทางพีชคณิตที่ประกอบดวยเซตกับการดำเนินการ
ทวิภาคบนเซตนั้นเพียงการดำเนินการทวิภาคเดียว ในบทนี้จะศึกษาโครงสรางทางพีชคณิตที่ซับซอน
กวาเดิม คือ ประกอบดวยเซตที่มีการดำเนินการทวิภาคบนเซตนั้นสองการดำเนินการทวิภาคที่แตก
ตางกันซึ่งถูกเรียกวาริง (ring) โดยแบงเนื้อหาออกเปน 3 สวน ในสวนแรกจะกลาวถึงสมบัติเบื้องตน
ของริงและริงผลหาร ในสวนที่สองจะกลาวถึงความสัมพันธระหวางริงสองริงโดยใชฟงกชันเปนตัว
พิจารณา นั่นคือ โฮโมมอรฟซึมและไอโซมอรฟซึม และสวนสุดทายจะกลาวถึงริงพหุนาม ดังนี้

บทนิยามและตัวอยางของริง
บทนิยาม 7.1 กำหนดให R เปนเซตที่ ไมใช เซตวางและกำหนด + (การบวก) และ · (การคูณ)
เปนการดำเนินการทวิภาคบน R จะเรียกระบบคณิตศาสตร (R,+, ·) วาริง (ring) ก็ตอเมื่อ

1. (R,+) เปนอาบีเลียนกรุป
2. (R, ·) เปนกึ่งกรุป และ
3. a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) และ (b+ c) · a = (b · a) + (c · a)

สำหรับทุก a, b, c ∈ R (เราเรียกสมบัติการแจกแจง (distributive property))

จากบทนิยาม 7.1 จะไดวา ถา (R,+, ·) เปนริง แลว (R,+) เปนอาบีเลียนกรุป ดังนั้น R
จะมีสมาชิกเอกลักษณสำหรับการบวกเสมอ และเราจะเขียนแทนสมาชิกเอกลักษณของกรุป (R,+)

ดวยสัญลักษณ 0 ซึ่งเรียกสมาชิกเอกลักษณสำหรับการบวก (additive identity element) หรือ
สมาชิกศูนย (zero element) ของริง (R,+, ·) นอกจากนี้ จะไดวา ถา (R,+, ·) เปนริง แลว
(R,+) เปนอาบีเลียนกรุป ดังนั้น R สมบัติตาง ๆ เกี่ยวกับกรุปที่เราไดศึกษามาแลวสามารถนำมา
ใชได แตสำหรับ (R, ·) เปนเพียงกึ่งกรุปเทานั้น ดังนั้น อาจไมมีสมบัติการสลับที่ และอาจจะไมมี
สมาชิกเอกลักษณสำหรับการคูณ สัญลักษณการดำการทวิภาค + (การบวก) และ · (การคูณ) เปน
สัญลักษณที่แทนการดำเนินการใด ๆ ก็ไดโดยไมจำเปนตองเปนการดำเนินการการบวกและการคูณ
ในเรื่องของระบบจำนวนจริง ซึ่งเรามักเรียกการดำเนินการแรกของริงวาการบวก และเรียกการดำเนิน
การหลังของริงวาการคูณ

เห็นไดชัดวาเซตของจำนวนเต็ม Z เซตของจำนวนตรรกยะ Q และเซตของจำนวนจริง R กับ
การบวก และการคูณปกติเปนริง เซตของจำนวนเต็มมอดุโล n (Zn) กับการบวกในมอดุโล n (+n)

และการคูณในมอดุโล n ( ·n) เปนริง นอกจากนี้ยังมีตัวอยางอื่น ๆ ดังนี้

ตัวอยางที่ 7.1 กำหนดให R = {f | f : R −→ R} และสำหรับ f, g ∈ R กำหนดการบวก และ
การคูณบนเซต R ดังนี้

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

และ (f · g)(x) = f(x)g(x) สำหรับทุก x ∈ R
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จงพิจารณาวา (R,+, ·) เปนริงหรือไม อยางไร

วิธีทำ จะแสดงวา (R,+) เปนอาบีเลียนกรุป
(1) ให f, g ∈ R

จาก (f+g)(x) = f(x)+g(x) ∈ R สำหรับทุก x ∈ R จึงไดวา f+g : R −→ R
ดังนั้น f + g ∈ R นั่นคือ (R,+) มีสมบัติปด

(2) สำหรับ f, g, h ∈ R พิจารณา
((f + g) + h)(x) = (f + g)(x) + h(x)

= (f(x) + g(x)) + h(x)

= f(x) + (g(x) + h(x))

= f(x) + (g + h)(x)

= (f + (g + h))(x)

สำหรับทุก x ∈ R ดังนั้น (f + g) + h = f + (g + h)

นั่นคือ (R,+) มีสมบัติการเปลี่ยนหมู
(3) มีฟงกชันศูนย เปนสมาชิกเอกลักษณ

นั่นคือ (R,+) มีสมบัติการมีเอกลักษณ
(4) ให f ∈ R ดังนั้น f(x) ∈ R

นิยามฟงกชัน g โดย g(x) = −f(x) สำหรับทุก x ∈ R
จะไดวา g ∈ R และ

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(x)− f(x) = 0

(g + f)(x) = g(x) + f(x) = −f(x) + f(x) = 0

ดังนั้น f + g และ g + f เปนฟงกชันศูนย
นั่นคือ (R,+) มีสมบัติการมีอินเวอรส

(5) จากจำนวนจริงมีสมบัติการสลับที่ภายใตการบวก ดังนั้น (R,+) มีสมบัติการสลับที่
จาก (1), (2), (3), (4) และ (5) จะไดวา (R,+) เปนอาบีเลียนกรุป
ตอไปจะแสดงวา (R, ·) เปนกึ่งกรุป
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(6) ให f, g ∈ R
จาก (f · g)(x) = f(x) · g(x) ∈ R สำหรับทุก x ∈ R
จึงไดวา f · g : R −→ R
ดังนั้น f · g ∈ R นั่นคือ (R, ·) มีสมบัติปด

(7) สำหรับ f, g, h ∈ R พิจารณา
((f · g) · h)(x) = (f · g)(x) · h(x)

= (f(x) · g(x)) · h(x)

= f(x) · (g(x) · h(x))

= f(x) · (g · h)(x)

= (f · (g · h))(x)

สำหรับทุก x ∈ R ดังนั้น (f · g) · h = f · (g · h)
นั่นคือ (R, ·) มีสมบัติการเปลี่ยนหมู
จาก (6) และ (7) จะไดวา (R, ·) เปนกึ่งกรุป

(8) สำหรับ f, g, h ∈ R และ x ∈ R พิจารณา
(f · (g + h))(x) = f(x) · (g + h)(x)

= f(x) · (g(x) + h(x))

= f(x) · g(x) + f(x) · h(x))

= (f · g)(x) + (f · h)(x)

= ((f · g) + (f · h))(x)

ดังนั้น f · (g + h) = f · g + f · h สำหรับทุก x ∈ R
ในทำนองเดียวกัน จะไดวา (g + h) · f = g · f + h · f สำหรับทุก x ∈ R
นั่นคือ (R,+, ·) มีสมบัติการแจกแจง
เพราะฉะนั้น (R,+, ·) เปนริง

สมบัติเบื้องตนของริง
บทนิยาม 7.2 กำหนดให (R,+, ·) เปนริง จะเรียก (R,+, ·) วาริงสลับที่ (commutative ring)
ก็ตอเมื่อ a · b = b · a สำหรับทุก a, b ∈ R และเรียก (R,+, ·) วาริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ (ring
with identity or ring with unit element) ก็ตอเมื่อ มี 1 ∈ R ที่ทำให 1 ·a = a ·1 = a สำหรับ
ทุก a ∈ R

จากบทนิยาม 7.2 จะไดวา ถา (R,+, ·) เปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ แลว R จะมีสมาชิก
เอกลักษณสำหรับการคูณ ซึ่งเราจะเขียนแทนดวยสัญลักษณ 1 ซึ่งเรียกวาสมาชิกเอกลักษณสำหรับ
การคูณ (multiplicative identity element) หรือสมาชิกเอกลักษณ (unit element) ของ (R,+, ·)
พิจารณา (Z,+, ·) , (Q,+, ·) และ (R,+, ·) ตางก็เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณเนื่องจากมี



4

1 ทำหนาที่เปนสมาชิกเอกลักษณ รวมถึง (Zn,+n, ·n) เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณ เพราะวา
มี [1] ทำหนาที่เปนสมาชิกเอกลักษณ สมบัติของริง (Z,+, ·) อันหนึ่ง คือ ถา a · b = 0 แลว a = 0

หรือ b = 0 สำหรับทุก a, b ∈ Z แตสำหรับริง (R,+8, ·8) เมื่อ R = {[0], [2], [4], [6]} ⊂ Z8 จะ
ไดวา [2] · [4] = [0] โดยที่ [2] ̸= [0] และ [4] ̸= [0] ซึ่งในที่นี้ จะเรียก [2], [4] ∈ R วาตัวหารของ
ศูนย ดังบทนิยาม ตอไปนี้

บทนิยาม 7.3 กำหนดให (R,+, ·) เปนริง และกำหนดให a ∈ R โดยที่ a ̸= 0 จะเรียก a วาตัว
หารของศูนย (zero divisor or divisor of zero) ก็ตอเมื่อ มี b ∈ R โดยที่ b ̸= 0 ที่ทำให

a · b = b · a = 0

และเรียก (R,+, ·) วาริงที่มีตัวหารของศูนย (zero with zero divisor) ก็ตอเมื่อ ริง (R,+, ·) มี
สมาชิกที่เปนตัวหารของศูนย

พิจารณาริงสลับที่ (Z,+n, ·n) เมื่อ n ไมเปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา n = a · b โดยที่
1 < a < n และ 1 < b < n ดังนั้น

[0] = [n] = [a · b] = [a] · [b]

โดยที่ [a] ̸= [0] และ [b] ̸= [0] นั่นคือ [a] และ [b] เปนตัวหารของศูนยของ Zn

พิจารณาริง (M2(Z),+, ·) เมื่อ M2 (Z) =
{[

a b
c d

] ∣∣∣∣a, b, c, d ∈ Z
}
จะเห็นวา[

1 0
0 0

] [
0 0
0 1

]
=

[
0 0
0 0

]
=

[
0 0
0 1

] [
1 0
0 0

]
ดังนั้น

[
1 0
0 0

]
และ

[
0 0
0 1

]
ตางก็เปนตัวหารของศูนยของ M2 (Z)

บทนิยาม 7.4 กำหนดให (R,+, ·) เปนริงสลับที่และเปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 จะเรียกริง
(R,+, ·) วาอินทิกรัลโดเมน (integral domain) ก็ตอเมื่อ (R,+, ·) ไมมีตัวหารของศูนย

ริง (Z,+, ·), (Q,+, ·) และ (R,+, ·) ตางก็เปนอินทิกรัลโดเมน สำหรับริง (Z6,+6, ·6)
เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณ แตไม เปนอินทิกรัลโดเมน เพราะวามี [2], [3] ∈ Z6 ที่ทำให
[2] ·n [3] = [0] นั่นคือ มี [2] และ [3] เปนตัวหารของศูนย

บทนิยาม 7.5 กำหนดให (R,+, ·) เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 จะเรียกริง (R,+, ·) วา
ริงการหาร (divisiion ring) ก็ตอเมื่อ (R \ {0} , ·) เปนกรุป
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บทนิยาม 7.6 กำหนดให (R,+, ·) เปนริง และ S ⊆ R จะเรียก S วาริงยอย (subring) ก็ตอเมื่อ
(S,+, ·) เปนริง

สำหรับริง (R,+,· ) ใด ๆ จะมี ({0},+, ·) และ (R,+, ·) เปนริงยอยเสมอ และเรียกริงยอย
ทั้งสองวาริงยอยทริเวียล หรือ ริงยอยชัด (trivial subring) ของ (R,+, ·) กอนที่จะกลาวถึงสมบัติ
ของริง จะใหขอตกลงวา สำหรับริง (R,+, ·) ใด ๆ ถา a, b ∈ R แลวสัญลักษณ −a แทนตัวผกผัน
ภายใตการบวกของ a และ a−1 แทนตัวผกผันภายใตการคูณของ a (ในกรณีที่ a มีตัวผกผันภายใต
การคูณ) ในบางครั้งเมื่อไมจำเปนตองบงบอกการดำเนินการทวิภาคบนเซต R เราจะเขียนวา R เปน
ริง แทน (R,+, ·) เปนริง ab แทน a · b และ a− b แทน a+ (−b)

ทฤษฎีบท 7.7 กำหนดให R เปนริง และ a, b ∈ R จะไดวา
1. a0 = 0a = 0

2. a(−b) = (−a)b = −(ab)

3. (−a)(−b) = ab

การพิสูจน กำหนดให R เปนริง และ a, b ∈ R
(1) พิจารณา 0 + a0 = a0 = a(0 + 0) = a0 + a0

เนื่องจาก (R,+) เปนกรุป ดังนั้น กฎการตัดออกจึงเปนจริง
จึงทำให a0 = 0 ในทำนองเดียวกัน จะไดวา 0a = 0

(2) เนื่องจาก ab+ a(−b) = a(b+ (−b)) = a0 = 0
และ ab+ (−a)b = (a+ (−a))b = 0b = 0

ดังนั้น a(−b) และ (−a)b ตางก็เปนตัวผกผันภายใตการบวกของ ab
เพราะวา (R,+) เปนกรุป
ดังนั้น −(ab) เปนตัวผกผันภายใตการบวกของ ab เชนกัน
ดังนั้น a(−b) = (−a)b = −(ab)

(3) โดยขอ (2) จะไดวา (−a)(−b) = −(a(−b)) = −(−(ab)) = ab

เนื่องจากริงทุกริงมีสมาชิกเอกลักษณภายใตการบวก (0) ดังนั้น สำหรับริงที่มีสมาชิกเพียง
ตัวเดียว จะไดวาสมาชิกนั้นคือ 0 และ 0 + 0 = 0 = (0)(0) ซึ่งเรียกริงเชนนี้วาริงทริเวียลหรือริงชัด
(trivial ring) นั่นคือ R = {0} คือ ริงทริเวียล ในกรณีที่ R เปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 และ R

ไมเปนริงทริเวียล จะไดวา 0 และ 1 แตกตางกัน ดังบทแทรกตอไปนี้

บทแทรก 7.8 กำหนดให R เปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 และ R ไมเปนริงทริเวียล จะไดวา
0 ̸= 1 เมื่อ 0 คือ สมาชิกเอกลักษณภายใตการบวกของ R



6

การพิสูจน กำหนดให R เปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 และ R ไมเปนริงทริเวียล
สมมติให 0 = 1 จะไดวา
ถา a ∈ R แลว a = 1a = 0a = 0
ดังนั้น R = {0} เปนริงทริเวียล
นั่นคือ 0 ̸= 1

ในกรณีที่ R เปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ จะไดวา

ทฤษฎีบท 7.9 กำหนดให R เปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 จะไดวา
1. (−1)a = −a สำหรับทุก a ∈ R

2. (−1)(−1) = 1

การพิสูจน กำหนดให R เปนริงที่มีเอกลักษณ 1
(1) สมมติให a ∈ R เนื่องจาก

a+ (−1)a = 1a+ (−1)a = (1 + (−1))a = 0a = 0

ดังนั้น (−1)a เปนตัวผกผันภายใตการบวกของ a
แตเนื่องจาก −a เปนตัวผกผันภายใตการบวกของ a
จึงทำให (−1)a = −a

(2) จากขอ (1) ถาให a = −1 จะไดวา (−1)(−1) = −(−1) = 1

ทฤษฎีบท 7.10 กำหนดให R เปนริง และ S ⊆ R โดยที่ S ̸= ∅ จะไดวา S เปนริงยอยของ R
ก็ตอเมื่อ

1. a− b ∈ S สำหรับทุก a, b ∈ S และ
2. ab ∈ S สำหรับทุก a, b ∈ S

การพิสูจน กำหนดให R เปนริง และ S ⊆ R โดยที่ S ̸= ∅
ถา S เปนริงยอยของ R แลวจะเห็นไดชัดวาสมบัติขอ 1. และ 2. เปนจริง
ในทางกลับกัน สมมติใหสมบัติขอ 1. และ 2. เปนจริง
กำหนดให a, b ∈ S
โดยขอ 1. จะไดวา a− a = 0 ∈ S และ 0− b = −b ∈ S
อาศัยทฤษฎีบท 5.3 จึงไดวา (S,+) เปนกรุปยอยของ (R,+)

เนื่องจาก S ⊆ R ฉะนั้น a, b ∈ R
แตเพราะวา (R,+) เปนอาบีเลียนกรุป จึงไดวา a+ b = b+ a

ดังนั้น (S,+) เปนอาบีเลียนกรุป
เนื่องจาก S ⊆ R และ R มีสมบัติการเปลี่ยนหมูสำหรับการคูณ
จึงทำให S มีสมบัติดังกลาวดวย
โดยสมบัติขอ 2. จะได (S, ·) เปนกึ่งกรุป
เนื่องจาก R มีคุณสมบัติการแจกแจง จึงไดวา S มีสมบัติการกระจายดวย
นั่นคือ S เปนริงยอยของ R
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ตัวอยางที่ 7.2 กำหนดให R เปนริงใด ๆ และกำหนดเซต
Z(R) = {r ∈ R | rx = xr สำหรับทุก x ∈ R}

จงแสดงวา Z(R) เปนริงยอยของ R

วิธีทำ เนื่องจากมี 0 ∈ R ที่ซึ่ง 0x = 0 = x0 สำหรับทุก x ∈ R

ดังนั้น 0 ∈ Z(R) นั่นคือ Z(R) ̸= ∅
สำหรับ r, s ∈ Z(R) จะไดวา r, s ∈ R

เนื่องจาก R เปนจริง จะไดวา r − s, rs ∈ R และไดวา
(r − s)x = rx− sx = xr − xs = x(r − s) สำหรับทุก x ∈ R

และ (rs)x = r(sx) = r(xs) = (rx)s = (xr)s = x(rs) สำหรับทุก x ∈ R

ดังนั้น r − s, rs ∈ Z(R)
โดยทฤษฎีบท 7.10 จึงสรุปไดวา Z(R) เปนริงยอยของ R
จะเรียกเซต Z(R) วาศูนยกลาง (center) ของ R

บทนิยาม 7.11 กำหนดให R เปนริงใด ๆ จะเรียก a ∈ R วาสมาชิกนิรพล (nilpotent element)
ก็ตอเมื่อ มีจำนวนเต็มบวก n ที่ทำให

an = aaa · · · a︸ ︷︷ ︸
n ตัว

= 0

ถา a เปนสมาชิกนิรพล โดยที่ k เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดซึ่ง ak = 0 แลวจะเรียก a วา
สมาชิกนิรพลขนาด k และเขียนแทนเซตของสมาชิกนิรพลทั้งหมดของ R ดวยสัญลักษณ N(R)

ในริง (Z4,+4, ·4) จะไดวา [0], [2] ∈ Z4 เปนสมาชิกนิรพล ทั้งนี้เพราะวา [0]1 = [0] และ
[2]2 = [0] นั่นคือ N(R) = {[0], [2]} เนื่องจาก 01 = 0 ดังนั้น 0 เปนสมาชิกนิรพลขนาด 1 นั่น
คือ 0 ∈ N(R) และจะไดวา N(R) ̸= ϕ

ทฤษฎีบท 7.12 ถา R เปนริงสลับที่ แลว N(R) เปนริงยอยของ R
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การพิสูจน กำหนดให R เปนริงสลับที่
จะเห็นวา 0 ∈ N(R) ดังนั้น N(R) ̸= ϕ

ให a, b ∈ N(R) โดยที่ a และ b เปนสมาชิกนิรพลขนาด k และ m ตามลำดับ
เนื่องจาก ab = ba และ ak = bm = 0 เพราะฉะนั้น

(a− b)k+m =

(
k +m

0

)
ak+m +

(
k +m

1

)
ak+m−1(−b)1 + · · ·

+

(
k +m
m

)
ak(−b)m +

(
k +m
m+ 1

)
ak−1(−b)m+1

+ · · ·+ (−b)k+m

= 0

และ
(ab)km = (ab)(ab) · · · (ab)︸ ︷︷ ︸

nk ตัว

= aa · · · a︸ ︷︷ ︸
nk ตัว

bb · · · b︸ ︷︷ ︸
nk ตัว

= akmbkm

= (ak)m(bm)k

= (0)m(0)k = 0

นั่นคือ a− b, ab ∈ N(R)
โดยทฤษฎีบท 7.10 จึงสรุปไดวา N(R) เปนริงยอยของ R

บทนิยาม 7.13 กำหนดให R เปนริงใด ๆ จะเรียกจำนวนเต็มบวก n วาแคแรกเทอริสติก (charac-
teristic) ของ R ก็ตอเมื่อ n เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ทำให

na = a+ a · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n ตัว

= 0 สำหรับทุก a ∈ R

ถา k เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดซึ่ง ka = 0 แลวจะเรียก a วาสมาชิกนิรพลขนาด k และเขียน
แทนเซตของสมาชิกนิรพลทั้งหมดของ R ดวยสัญลักษณ N(R)
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การพิสูจน กำหนดให R เปนอินทิกรัลโดเมนจำกัดที่มีสมาชิก q ตัว และ a ∈ R จะไดวา
qa = a+ a · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

q ตัว

= 0 สำหรับทุก a ∈ R

สมมติให M = {m ∈ N|ma = 0 สำหรับ a ∈ R}
จะเห็นวา q ∈ M ⊆ N ดังนั้น M ̸= ∅
จึงทำใหไดวา M มีสมาชิกตัวที่นอยที่สุด สมมติวาคือ m

เพราะฉะนั้น m เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ทำให ma = 0 สำหรับทุก
a ∈ R นั่นคือ R มีแคแรกเทอริสติก m

พิจารณา Zp เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ จะไดวา Zp เปนอินทิกรัลโดเมนที่
มีแคแรกเทอริสติก p ทั้งนี้เพราะวา สำหรับทุก [a] ∈ Zp

p[a] = [a] +p [a] +p · · ·+p [a]︸ ︷︷ ︸
p ตัว

= [pa] = [0]

และจะไดวา p เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ทำให
p[1] = [1] +p [1] +p · · ·+p [1]︸ ︷︷ ︸

p ตัว

= [p] = [0]

นอกจากนี้ (Z,+, ·) , (Q,+, ·) , (R,+, ·) และ (C,+, ·) เปนอินทิกรัลโดเมนที่มีแคแรค
เทอริสติกเปนศูนย เพราะวาสำหรับสมาชิก a ใด ๆ โดยที่ a ̸= 0 และ n ∈ Z จะไดวา ถา na = 0

แลว n = 0

ทฤษฎีบท 7.14 กำหนดให R เปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 จะไดวา R มีแคแรกเทอริสติก n

ก็ตอเมื่อ n เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ทำให n1 = 0

การพิสูจน (⇒) กำหนดให R เปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1
ถา R มีแคแรกเทอริสติก n
จะไดวา n เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ทำให na = 0 สำหรับทุก a ∈ R

และเนื่องจาก 1 ∈ R
ดังนั้น n จึงเปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ทำให n1 = 0

(⇐) ให n เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ทำให n1 = 0

สมมติให a ∈ R จะไดวา na = a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n ตัว

= a (1 + 1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
n ตัว

= a(n1)

= a0

= 0
นั่นคือ n เปนแคแรกเทอริสติกของ R

ทฤษฎีบท 7.15 ถา D เปนอินทิกรัลโดเมน แลว Char(D) = 0 หรือ Char(D) = p อยางใดอยาง
หนึ่ง เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ
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การพิสูจน กำหนดให D เปนอินทิกรัลโดเมน และสมมติให Char(D) ̸= 0

ดังนั้น จะมี p เปนจำนวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ pa = 0 สำหรับทุก a ∈ D

ตอไปสมมติให n เปนจำนวนเต็มบวกที่ n|p
ดังนั้น n ≤ p และ p = nk สำหรับบาง k ∈ N โดยที่ 1 ≤ k ≤ p
พิจารณา 0 = pa = (nk)a = n(ka) สำหรับทุก a ∈ D
ถา ka = 0 สำหรับทุก a ∈ D

จะไดวา k ≥ p ทำให k = p

นั่นคือ n = 1
แตถา ka ̸= 0 สำหรับบาง a ∈ D และสมมติให b ∈ D

เนื่องจาก (nk)a = 0

ดังนั้น ((nk)a)b = (nd)(ka) = 0

เนื่องจาก ka ̸= 0 จึงไดวา nb = 0

ดังนั้น nb = 0 สำหรับทุก b ∈ D

เพราะฉะนั้น n ≥ p เปนผลให n = p
จึงสรุปไดวา p เปนจำนวนเฉพาะ

ในกรณีที่ D เปนอินทิกรัลโดเมนจำกัด โดยทฤษฎีบท 7.15 จะไดบทแทรกดังตอไปนี้

บทแทรก 7.16 ถา D เปนอินทิกรัลโดเมนจำกัด แลว Char(D) = p เมื่อ p เปนจำนวนเฉพาะ

การพิสูจน กำหนดให D เปนอินทิกรัลโดเมนจำกัด เนื่องจาก (D,+) เปนกรุปจำกัด
ดังนั้น ให |D| = d จะไดวา

da = a+ a+ · · · a+︸ ︷︷ ︸
d ตัว

= 0 สำหรับทุก a ∈ D

นั่นคือ มีจำนวนเต็มบวก d ที่ทำให da = 0 สำหรับทุก a ∈ D

เพราะฉะนั้น Char(D) ̸= 0
โดยทฤษฎีบท 7.15 จึงไดวา Char(D) = p เปนจำนวนเฉพาะ

สรุปทายบท


