
บทที่ 9
ฟลดและสมบัติเบื้องตนของฟลด

ในบทนี้จะกลาวถึงบทนิยามของโครงสรางทางพีชคณิตที่ประกอบดวยการดำเนินการทวิภาค
สองการดำเนินการทวิภาคที่มีสมบัติมากที่สุด ประกอบดวยหัวขอตาง ๆ 3 เรื่อง คือ บทนิยามและ
สมบัติเบื้องตนของฟลด ฟลดของผลหาร และการแยกตัวประกอบของฟลด ดังนี้

บทนิยามและสมบัติเบื้องตนของฟลด
ถาเราพิจารณาริง R ที่มี 0 เปนสมาชิกศูนย จะไดวา R เปนเพียงกึ่งกรุปภายใตการคูณเทานั้น

แตถา R \ {0} จะเปนอาบีเลียนกรุปภายใตการคูณ แลวเราจะเรียกริง R ดังบทนิยามตอไปนี้

บทนิยาม 9.1 เรียกริง R วาฟลด (field) ก็ตอเมื่อ เปนริงการหารและริงสลับที่

(Q,+, ·), (R,+, ·) และ (C,+, ·) เปนตัวอยางของระบบที่เปนฟลด แตระบบ (Z,+, ·)
ไมเปนฟลด

ทฤษฎีบท 9.2 ทุกฟลดเปนอินทิกรัลโดเมน

การพิสูจน กำหนดให F เปนฟลด
ดังนั้น F เปนริงการหารและริงสลับที่
เนื่องจาก F \ {0} กับการคูณเปนกรุป
ทำใหไดวา F เปนริงที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1
สำหรับ a, b ∈ F ที่ซึ่ง ab = 0

จะไดวา ถา a ̸= 0 แลวจะมี a′ ∈ F ที่ทำให a′a = 1 ดังนั้น
b = 1b = (a′a)b = a′(ab) = a0 = 0

นั่นคือ F เปนอินทิกรัลโดเมน
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ทฤษฎีบท 9.3 อินทิกรัลโดเมนที่มีจำนวนสมาชิกจำกัดเปนฟลด

การพิสูจน กำหนดให D เปนอินทิกรัลโดเมนที่มีสมาชิกจำนวนจำกัด
ดังนั้น D เปนริงสลับที่ที่ไมมีตัวหารของศูนย
จึงไดวา D \ {0} มีสมบัติการปด การสลับที่ และการเปลี่ยนหมูภายใตการคูณ
ตอไปจะแสดงวา D \ {0} กับการคูณเปนกรุป

(1) จะแสดงวา มี 1 ∈ D ที่ทำให a1 = a สำหรับทุก a ∈ D

สมมติให D = {a1, a2, . . . , an} โดยที่ ai แตกตางกันหมด
และสมมติให 0 ̸= a ∈ D
พิจารณา a1a, a2a, . . . , ana
จะไดวา aia ∈ D สำหรับทุก i = 1, 2, . . . , n

ในกรณีที่ i ̸= j ถาให aia = aja แลว (ai − aj)a = 0

แตเนื่องจาก a ̸= 0 จึงทำให ai − aj = 0

นั่นคือ ai = aj เปนผลให i = j

นั่นคือ ถา i ̸= j แลว aia ̸= aja

เนื่องจาก D มีสมาชิก n ตัว จึงทำให D = {a1a, a2a, . . . , ana}
เพราะวา a ∈ D ดังนั้น จะมี aio ∈ D ที่ทำให a = aioa = aaio
ดังนั้น สำหรับแตละ b ∈ D จะไดวา b = aka สำหรับบาง ak ∈ D จึงไดวา

baio = (aka)aio = ak(aaio) = aka = b

นั่นคือ baio = b สำหรับทุก b ∈ D

เพราะฉะนั้น aio เปนสมาชิกเอกลักษณของ D
นั่นคือ มี 1 = aio ∈ D ที่ทำให b1 = b สำหรับทุก b ∈ D

(2) จะแสดงวา สำหรับแตละ 0 ̸= a ∈ D จะมี b ∈ D ที่ทำให ab = 1

เนื่องจาก 1 ∈ D จะไดวา
1 = ama = aam สำหรับบาง am ∈ D

นั่นคือ สำหรับ a ̸= 0 จะมี am ∈ D ที่ทำให aam = 1

ดังนั้น D \ {0} กับการคูณเปนอาบีเลียนกรุป
จึงสรุปไดวา D เปนฟลด

ผลพลอยไดจากทฤษฎีบท 9.3 คือ
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บทแทรก 9.4 Zn เปนฟลด ก็ตอเมื่อ n เปนจำนวนเฉพาะ

การพิสูจน สมมติให Zn เปนฟลด และ a เปนจำนวนเต็มบวกที่ซึ่ง a|n
จะไดวา 1 ≤ a ≤ n และ n = aq สำหรับบาง q ∈ N โดยที่ 1 ≤ q ≤ n

ดังนั้น
[0] = [n] = [aq] = [a] ·n [q]

โดยทฤษฎีบท 9.2 จะไดวา Zn เปนอินทิกรัลโดเมน
ดังนั้น Zn ไมมีตัวหารของศูนย
จึงทำให [a] = [0] หรือ [q] = [0]

ถา [a] = [0] จะไดวา [a] = [n] นั่นคือ a = n
แตถา [q] = [0] แลวจะไดวา [q] = [n]

นั่นคือ q = n จึงทำให a = 1 นั่นคือ n เปนจำนวนเฉพาะ
ในทางกลับกัน กำหนดให n เปนจำนวนเฉพาะ
เห็นไดชัดวา (Zn,+n, ·n) เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณ
จะแสดงวา Zn เปนอินทิกรัลโดเมน โดยให [a], [b] ∈ Zn ที่ซึ่ง [a] ·n [b] = [0]

ทำใหไดวา [ab] = [0] นั่นคือ n|ab
เนื่องจาก n เปนจำนวนเฉพาะ จึงไดวา n|a หรือ n|b
นั่นคือ [a] = [0] หรือ [b] = [0]

นั่นคือ Zn ไมมีตัวหารของศูนย
จึงสรุปไดวา Zn เปนอินทิกรัลโดเมนที่มีจำนวนสมาชิก n ตัว
โดยทฤษฎีบท 9.3 จะไดวา Zn เปนฟลด

ทฤษฎีบทตอไปนี้จะใหความสัมพันธระหวางไอดีลของริงกับความเปนฟลดของริงนั้น

ทฤษฎีบท 9.5 กำหนดให R เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณ ถาไอดีลของ R มีเพียงไอดีล-ทริ
เวียล ({0} และ R) เทานั้น แลว R เปนฟลด
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การพิสูจน กำหนดให R เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 และไอดีลของ R มีเพียง
{0} และ R เทานั้น
จะแสดงวา R เปนฟลด นั่นคือ จะแสดงวาสำหรับแตละ 0 ̸= a ∈ R

จะมี b ∈ R ที่ทำให ab = 1
สมมติให 0 ̸= a ∈ R พิจารณา

Ra = {ra|a ∈ R} ⊆ R

สมมติให r1a, r2a ∈ Ra
จะเห็นวา r1a+ r2a = (r1 + r2)a ∈ Ra และ −(r1) = (−r1)a ∈ Ra

ดังนั้น ra เปนกรุปยอยของ R ภายใตการบวก
และถา r ∈ R แลว r(r1) = (rr1)a ∈ Ra

เพราะฉะนั้น Ra เปนไอดีลของ R
เนื่องจาก a = 1a ∈ Ra โดยที่ a ̸= 0 ทำใหไดวา Ra ̸= {0}
และจาก R มีเพียง {0} และ R เปนไอดีลของ R เทานั้น
ดังนั้น Ra = R
เนื่องจาก 1 ∈ R จึงไดวา 1 ∈ Ra ดังนั้น 1 = ba สำหรับบาง b ∈ R
จึงสรุปไดวา R− {0} เปนอาบีเลียนกรุปภายใตการคูณ นั่นคือ R เปนฟลด

ทฤษฎีบท 9.6 ถา F เปนฟลด แลวไอดีลของ F มีเพียงไอดีลทริเวียล ({0} และ F ) เทานั้น

การพิสูจน กำหนดให F เปนฟลด และสมมติวา I เปนไอดีลของ F โดยที่ I ̸= {0}
จะไดวามี a ∈ I ที่ซึ่ง a ̸= 0

เนื่องจาก F เปนฟลด ดังนั้น F − {0} เปนอาบีเลียนกรุปภายใตการคูณ
นั่นคือ จะมี a−1 ∈ F ที่ทำให aa−1 = 1
แตเนื่องจาก I เปนไอดีลของ F
จึงไดวา aa−1 ∈ I นั่นคือ 1 ∈ I
เพราะฉะนั้น b = 1b ∈ I สำหรับทุก b ∈ F นั่นคือ F ⊆ I

เพราะฉะนั้น I = F
จึงสรุปไดวา F มีเพียงไอดีลทริเวียล ({0} และ F ) เทานั้น
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จากทฤษฎีบท 9.5 จะไดวาเงื่อนไขที่จำเปน และเพียงพอที่จะทำใหริงผลหาร R/M เปนฟลด ก็
คือ M จะตองเปนไอดีลใหญสุด ดังบทนิยามตอไปนี้

ทฤษฎีบท 9.7 กำหนดให R เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณ และ M เปนไอดีลของ R จะไดวา
M เปนไอดีลใหญสุดของ R ก็ตอเมื่อ R/M เปนฟลด

การพิสูจน กำหนดให R เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 และ M เปนไอดีลของ
R และให M เปนไอดีลใหญสุดของ R เนื่องจาก R เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิก
เอกลักษณ 1 จึงทำให R/M เปนริงสลับที่ที่มีสมาชิกเอกลักษณ 1 +M

สมมติให I∗ เปนไอดีลของ R/M โดยที่ I∗ ̸= {M}
จะเห็นวา ถา a ∈ M แลว a+M = M
ดังนั้น จะมี a /∈ M ที่ซึ่ง a+M ∈ I∗ พิจารณา

I = M ∪ {a ∈ R|a+M ∈ I∗}

จะไดวา I เปนไอดีลของ R โดยที่ M ⊆ I และ M ̸= I

เนื่องจาก M เปนไอดีลใหญสุดของ R
ดังนั้น จึงไดวา I = R
และเพราะวา I∗ เปนกรุปยอยของ R/M ภายใตการบวก
ดังนั้น M = 0 +M ∈ I∗ และเนื่องจาก 1 ∈ R
จึงไดวา 1 ∈ I

กรณีที่ 1 ∈ M
จะไดวา 1 +M = M ∈ I∗

แตถา 1 ∈ {a ∈ R|a+M ∈ I∗} แลว 1 +m ∈ I∗

จึงสรุปไดวา 1 +M ∈ I∗

สำหรับแตละ r +M ∈ R/M

จะไดวา (r + M)(1 + M) ∈ I∗} ทั้งนี้เพราะวา I∗ เปนไอดีลของ R/M

แตเนื่องจาก
(r +M)(1 +M) = (r1) +M = r +M

ดังนั้น จึงได r +M ∈ I∗ นั่นคือ I∗ = R/M

เพราะฉะนั้น R/M มีเพียงทริเวียลไอดีล ({m} และ R/M) เทานั้น
โดยทฤษฎีบท 3.7 จะไดวา R/M เปนฟลด
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ในทางกลับกัน สมมติให R/M เปนฟลด และ J เปนไอดีลของ R
โดยที่ M ⊆ J และ M ̸= J
จะไดวามี a ∈ J −M และ a+M ̸= M

เนื่องจาก R/M เปนฟลด
จะไดวามี b+M ∈ R/M

ที่ทำให (a+M)(b+M) = (ab) +M = 1 +M

นั่นคือ M = (1− ab) +M

จึงไดวา 1− ab ∈ M ⊆ J โดยที่ ab ∈ J

ดังนั้น 1 = (1− ab) + ab ∈ J

ดังนั้น r = 1r ∈ J สำหรับทุก r ∈ R

นั่นคือ R ⊆ J จึงไดวา J = R

เพราะฉะนั้น M เปนไอดีลใหญสุดของ R

สรุปทายบท

ฟลด เปนเนื้อหาทางคณิตศาสตรที่สำคัญ เปนระบบที่ถูกนำมาใชหลากหลาย ทั้งทฤษฎีรหัสซึ่ง
เปนพื้นฐานของระบบสารสนเทศพื้นฐานในปจจุบัน ระบบจำนวนจริงกับการบวกการคูณ ระบบของ
จำนวนเชิงซอน จากเนื้อหาที่กลาวมาทั้งหมดทุกบท จะเห็นวา เนื้อหามีความซับซอนแตสามารถนำ
มาใชใหเกิดประโยชนอยางมาก รวมถึงสามารถนำไปประยุกตใชในศาสตรอื่น ๆ ได


