
บทที่ 10 การใหสีกราฟ 

ในบทนี ้ จะกลาวเกี่ยวกับการแกปญหาของการกําหนดจํานวนสีและพิสูจนให

เห็นวาการระบายสีแผนที่ใด ๆ จะใชสีไมเกิน  5 สี

ซึง่แผนที่ใด ๆ  จะมีกราฟระนาบซึ่งเปนแบบที่เรียกวา  กราฟคูกัน  
ที่มีจุดยอดแทนประเทศ  และเสนเชื่อมแทนพรมแดนระหวางประเทศที่ติดกัน

บทนิยาม

การใหสีกราฟ G หมายถึงการกําหนดสีใหแกจุดยอดในกราฟ G จํานวน 1 สีตอ 
1 จุด และ 2 จดุที่ประชิดกันตองใหสีตางกัน



ตัวอยาง  จงแสดงวิธกีารเขียนกราฟคูกันและการใหสีกราฟของบริเวณบาน
ตอไปนี้

อารยา
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จะเห็นวา  บริเวณบานทั้ง  13 แหง  เขียนเปนกราฟคูกันไดจุดยอด  13 จุด  
และจุดประชิดหรือบริเวณที่มีเขตติดตอกันจะใชสีตางกัน  สีที่ใชทั้งหมดคอื  สีเขียว (ข) 
สีเหลือง (ล) สแีดง (ด) และสีน้ําเงิน (น) จํานวน  4 สี
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บทนิยาม

จํานวนสีของกราฟ  G  คือ  จํานวนสีซึ่งนอยที่สุดที่ใชในการใหสีกราฟ G และ
ใชสัญลักษณ  (G)

ตัวอยาง  จงพจิารณากราฟที่กําหนดใหตอไปนี้
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จะเห็นวา  จุดยอด  a, b, c มีเสนเชื่อมถึงกันเปนรูปสามเหลี่ยม  ดงันั้น  
จะตองใชสีแตกตางกัน  3 สี  เชนใหเปนสีแดง น้ําเงิน และเขียว  ตามลําดับ

จากนั้นใชสีแดงกับจุด d  สีเขียวกับจุด e และสีน้ําเงินกับจุด f

เนื่องจากจุด j ประชิดกับจุด a, e, f ซึง่มีสแีดง เขียวและน้ําเงิน 

ดังนั้นจึงจําเปนตองใหสีตางจากสีทั้งสามทีใ่ชแลว  นั่นคือกราฟ G ในที่นี้ม ี
(G)  4 = 4



ทฤษฎีบท

ถา  ∆(G)  เปนดีกรีสูงสุดของจุดยอดในกราฟ G แลว (G)  1 + ∆(G) 

ตัวอยาง  จงใหเหตุผลวาเพราะเหตุใด (Kn) = n และ (Km,n) = 2

กราฟ Kn ตองใชสีจํานวน n สี  เพราะจุดยอด  2 จุดใด ๆ ใน Kn

เปนจุดประชิด  ดงันั้น (Kn) = n 

แตกราฟ  (Km,n) = 2 เนื่องจากจุดยอดในเซตเดียวกันของกราฟ
สองสวนไมมีเสนประชิด  จงึใชเพียง  2 สี  สําหรับจุดยอดในกราฟ  2 สวน



ตัวอยาง  ใหใชผลจากทฤษฎบีท (G)  1 + ∆(G)  แสดงใหเห็นวา (Kn) = n 

กราฟ Kn มีจํานวนดีกรีสูงสุดของจุดยอด หรือ ∆ Kn = n – 1 

ดังนั้น (G)  1 + ∆(G)  = 1 + n – 1 = n

ตัวอยาง  ใหใชผลจากทฤษฎบีท (G)  1 + ∆(G)  แสดงใหเห็นวากราฟแบบ

วงเวยีน G ที่มีจํานวนเสนเชื่อม n เสนจะมี (G) = 2 หรือ (G) = 3

เนื่องจากกราฟ  G  เปนกราฟวงเวียน  จะมี ∆(G) = 2 จงึเห็นไดวาถากราฟ G 
มีจุดยอดเปนจํานวนคูจะได (G)  ∆(G) 

นั่นคือ (G) = 2

แตถามีจุดยอดเปนจํานวนคี่  จะไดวา (G)  1 + ∆(G) = 1 + 2 = 3



หมายเหตุ

ทฤษฎีของ อาร.แอล.บรูกส  ในเรื่องการใหสีจุดยอดของกราฟขายงานชี้ใหเห็น
วากราฟเชื่อมโยง  G  ซึง่ (G) = 1 + ∆(G) จะมีเฉพาะในกราฟ Kn กับกราฟวงเวียน
ที่มีจุดยอดเปนจํานวนคี่เทานั้น  สําหรับกราฟเชื่อมโยงอื่น ๆ (G)  ∆(G) 

นอกจากทฤษฎีเกี่ยวกับการใหสีกราฟยังมีขั้นตอนวิธีตามหลักของเวลซและเพา
เวลล  ในการใหสีกราฟ  G ซึง่ชวยใหรูจํานวนเลขสีวาสูงสุดไมเกินเทาใดดวย  

ในบางกรณีการใชขั้นตอนวิธีนี้งาย  แตในบางครั้งอาจจะซบัซอนและใช
เวลานาน



ขั้นตอนวิธีของเวลซและเพาเวลล

ในการกําหนดสีของกราฟ  G  มีวิธีการเรียงตามลําดับดังนี้

1. เรียงลําดับจุดยอดของกราฟ G ตามจํานวนดีกรีจุดยอดซึง่มีดีกรี
เทากันใหเรียงติดกัน

2. เริ่มใชสีแรก  หรือสทีี่หนึง่กับจุดยอดซึ่งมจีํานวนดีกรีสูงสุด  และ
จุดยอดที่มีจํานวนดีกรีสูงสุดรองลงมา  ซึง่ไมไดเปนจุดประชิดของจุดยอดทีม่ี
ดีกรีสูงสุด

3. ใชสีที่สองกบัจุดยอดที่มีดีกรีรองลงมาซึง่ยงัไมไดใหสี  และจุดยอด
ที่ไมประชิดกับจุดยอดในขอ 2

4. ทําซ้ําตามขั้นตอนจนกระทั่งทุกจุดมีสีครบ



ตัวอยาง  จงใชขั้นตอนวิธีของเวลซและเพาเวลลกําหนดสีของกราฟตอไปนี้
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จากขั้นตอนของเวลซและเพาเวลลนั้น  จะแสดงโดยใชตารางเพื่อให
เห็นชันเจนดังนี้

1234321สี

3334445ดีกรี

gfedcbaจุด

จํานวนสีที่ใชนอยที่สุด  คือ  4 สี



ทฤษฎีบท

ถา G เปนกราฟระนาบแลว (G)  5

ตัวอยางตอไปนี้จะแสดงใหเหน็วิธีการนําหลักการของจํานวนเลขสีไป
ใชในการแกปญหาที่พบกันโดยทั่วไปในมหาวิทยาลัยขนาดกลาง พบปญหา
เกี่ยวกับการจัดตารางสอบ  ซึง่จะมีวิธีการจัดตารางสอบ  500 – 600 วิชา
ในชวงเวลาสั้น ๆ  หลักสําคัญคือ  การจัดใหมีการสอบซ้ําซอนของนักศึกษาให
นอยที่สุด



ตัวอยาง สมมติวาในเทอมการศึกษา  2/2554 มีนักศึกษาลงทะเบียนเรียนวิชา
ตาง ๆ  ดงันี ้

คณิตศาสตร  ภาษาอังกฤษ  ชีววิทยา  เคมี

คณิตศาสตร  ภาษาอังกฤษ วิทยาการคอมพิวเตอร  ภูมิศาสตร

ชีววิทยา จิตวิทยา  ภูมิศาสตร  ภาษาสเปน

ชีววิทยา วิทยาการคอมพิวเตอร  ประวัติศาสตร  ภาษาฝรั่งเศส

ภาษาอังกฤษ  จิตวิทยา  ประวัติศาสตร  วทิยาการคอมพิวเตอร

จิตวิทยา  เคม ี วทิยาการคอมพิวเตอร  ภาษาฝรั่งเศส

จิตวิทยา  ภูมิศาสตร  ประวัติศาสตร  ภาษาสเปน

ปญหาคือ  จะจัดตารางสอบใหมีคาบการสอบจํานวนต่ําสุดเทาใด  สําหรับ  10
วิชาขางตน  โดยมีเงื่อนไขวานักศึกษาไมมีการสอบซ้ําซอน



เพื่อใชในการพิจารณาสถานการณ  จะสรางกราฟซึ่งมีจุดยอด  10 จุด  คือ  
คณ. อ. ชีว. เคมี  คอม. ภูม.ิ จิต. สเปน. ปวศ. ฝส. และวิชา 2 วิชา  ซึง่ไมสอบ
ซ้ําซอนจะมีเสนเชื่อมกัน  ดังกราฟตอไปนี้ ฝส (แดง)

ปวศ (สม)

สเปน (แดง)

คอม.  (ขาว)
ภูมิ.  (น้ําเงิน)

จิต.  (เขียว)

เคมี  (น้ําเงิน)

ชีว.  (เหลือง)

อ. (แดง)
คณ.  (เขียว)

ซึง่ปญหาคือ  จัดตารางสอบใหมีจํานวนคาบนอยที่สุด  นั่นคือการจัด  
จํานวนสีของกราฟขางตน  เนื่องจากกราฟนี้มีกราฟยอยเปนกราฟสมบูรณ K5

ดังนั้น  จะตองใชสีที่แตกตางกันอยางนอยทีสุ่ด  5 สี  (จุดยอด คณ. 
อ. ชีว. ภูม.ิ คอม.) โดย  5 วิชานี้ตองสอบในคาบเวลาที่แตกตางกัน  

แต  5 สี  ไมเพียงพอ  เนื่องจากวิชาจิตวิทยากับประวัติศาสตร  เปน
จุดประชิดกันและตางประชิดกับจุด อ. ชีว. ภูมิ. และคอม.



ดังนั้น  จํานวนสีของกราฟ  ซึง่แทนคาบการจัดตารางสอบ  ตองใช  6 สี  

กลาวโดยสรุป  เพื่อใหการจัดตารางสอบไมมีการซ้ําซอน  จะตองแบงการสอบ
ออกเปน  6 คาบ  ดังนี้

คาบ  1 คณ. จิต. คาบ  2 อ. สเปน  ฝส.

คาบ  3 ชีว. คาบ  4 เคม ี ภูม.ิ

คาบ  5 คอม. คาบ  6 ปศส.

ขอสังเกต

จํานวนต่ําสุดของคาบการสอบ  คือ  จํานวนเลขสีของกราฟ  เพราะวากราฟนี้
มีกราฟยอยแบบ K5 จึงตองจัดสีอยางนอยที่สุด  5 สี  

แตสําหรับตัวอยางนี้ไมเพียงพอ  เนื่องจากวชิาจิตวิทยาและประวัติศาสตร  
ตางประชิดกับจุดยอดทัง้  4 ยกเวน  คณิตศาสตร  ดงันั้นจึงจําเปนตองใชสีเทากับ  6
สี  


