
บทที่ 10 การใหสีกราฟ 

ในบทนี ้ จะกลาวเกี่ยวกับการแกปญหาของการกําหนดจํานวนสีและพิสูจนให

เห็นวาการระบายสีแผนที่ใด ๆ จะใชสีไมเกิน  5 สี

ซึง่แผนที่ใด ๆ  จะมีกราฟระนาบซึ่งเปนแบบที่เรียกวา  กราฟคูกัน  
ที่มีจุดยอดแทนประเทศ  และเสนเชื่อมแทนพรมแดนระหวางประเทศที่ติดกัน

บทนิยาม

การใหสีกราฟ G หมายถึงการกําหนดสีใหแกจุดยอดในกราฟ G จํานวน 1 สีตอ 
1 จุด และ 2 จดุที่ประชิดกันตองใหสีตางกัน



ตัวอยาง  จงแสดงวิธกีารเขียนกราฟคูกันและการใหสีกราฟของบริเวณบาน
ตอไปนี้
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จะเห็นวา  บริเวณบานทั้ง  13 แหง  เขียนเปนกราฟคูกันไดจุดยอด  13 จุด  
และจุดประชิดหรือบริเวณที่มีเขตติดตอกันจะใชสีตางกัน  สีที่ใชทั้งหมดคอื  สีเขียว (ข) 
สีเหลือง (ล) สแีดง (ด) และสีน้ําเงิน (น) จํานวน  4 สี
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บทนิยาม

จํานวนสีของกราฟ  G  คือ  จํานวนสีซึ่งนอยที่สุดที่ใชในการใหสีกราฟ G และ
ใชสัญลักษณ  (G)

ตัวอยาง  จงพจิารณากราฟที่กําหนดใหตอไปนี้
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จะเห็นวา  จุดยอด  a, b, c มีเสนเชื่อมถึงกันเปนรูปสามเหลี่ยม  ดงันั้น  
จะตองใชสีแตกตางกัน  3 สี  เชนใหเปนสีแดง น้ําเงิน และเขียว  ตามลําดับ

จากนั้นใชสีแดงกับจุด d  สีเขียวกับจุด e และสีน้ําเงินกับจุด f

เนื่องจากจุด j ประชิดกับจุด a, e, f ซึง่มีสแีดง เขียวและน้ําเงิน 

ดังนั้นจึงจําเปนตองใหสีตางจากสีทั้งสามทีใ่ชแลว  นั่นคือกราฟ G ในที่นี้ม ี
(G)  4 = 4



ทฤษฎีบท

ถา  ∆(G)  เปนดีกรีสูงสุดของจุดยอดในกราฟ G แลว (G)  1 + ∆(G) 

ตัวอยาง  จงใหเหตุผลวาเพราะเหตุใด (Kn) = n และ (Km,n) = 2

กราฟ Kn ตองใชสีจํานวน n สี  เพราะจุดยอด  2 จุดใด ๆ ใน Kn

เปนจุดประชิด  ดงันั้น (Kn) = n 

แตกราฟ  (Km,n) = 2 เนื่องจากจุดยอดในเซตเดียวกันของกราฟ
สองสวนไมมีเสนประชิด  จงึใชเพียง  2 สี  สําหรับจุดยอดในกราฟ  2 สวน



ตัวอยาง  ใหใชผลจากทฤษฎบีท (G)  1 + ∆(G)  แสดงใหเห็นวา (Kn) = n 

กราฟ Kn มีจํานวนดีกรีสูงสุดของจุดยอด หรือ ∆ Kn = n – 1 

ดังนั้น (G)  1 + ∆(G)  = 1 + n – 1 = n

ตัวอยาง  ใหใชผลจากทฤษฎบีท (G)  1 + ∆(G)  แสดงใหเห็นวากราฟแบบ

วงเวยีน G ที่มีจํานวนเสนเชื่อม n เสนจะมี (G) = 2 หรือ (G) = 3

เนื่องจากกราฟ  G  เปนกราฟวงเวียน  จะมี ∆(G) = 2 จงึเห็นไดวาถากราฟ G 
มีจุดยอดเปนจํานวนคูจะได (G)  ∆(G) 

นั่นคือ (G) = 2

แตถามีจุดยอดเปนจํานวนคี่  จะไดวา (G)  1 + ∆(G) = 1 + 2 = 3



หมายเหตุ

ทฤษฎีของ อาร.แอล.บรูกส  ในเรื่องการใหสีจุดยอดของกราฟขายงานชี้ใหเห็น
วากราฟเชื่อมโยง  G  ซึง่ (G) = 1 + ∆(G) จะมีเฉพาะในกราฟ Kn กับกราฟวงเวียน
ที่มีจุดยอดเปนจํานวนคี่เทานั้น  สําหรับกราฟเชื่อมโยงอื่น ๆ (G)  ∆(G) 

นอกจากทฤษฎีเกี่ยวกับการใหสีกราฟยังมีขั้นตอนวิธีตามหลักของเวลซและเพา
เวลล  ในการใหสีกราฟ  G ซึง่ชวยใหรูจํานวนเลขสีวาสูงสุดไมเกินเทาใดดวย  

ในบางกรณีการใชขั้นตอนวิธีนี้งาย  แตในบางครั้งอาจจะซบัซอนและใช
เวลานาน



ขั้นตอนวิธีของเวลซและเพาเวลล

ในการกําหนดสีของกราฟ  G  มีวิธีการเรียงตามลําดับดังนี้

1. เรียงลําดับจุดยอดของกราฟ G ตามจํานวนดีกรีจุดยอดซึง่มีดีกรี
เทากันใหเรียงติดกัน

2. เริ่มใชสีแรก  หรือสทีี่หนึง่กับจุดยอดซึ่งมจีํานวนดีกรีสูงสุด  และ
จุดยอดที่มีจํานวนดีกรีสูงสุดรองลงมา  ซึง่ไมไดเปนจุดประชิดของจุดยอดทีม่ี
ดีกรีสูงสุด

3. ใชสีที่สองกบัจุดยอดที่มีดีกรีรองลงมาซึง่ยงัไมไดใหสี  และจุดยอด
ที่ไมประชิดกับจุดยอดในขอ 2

4. ทําซ้ําตามขั้นตอนจนกระทั่งทุกจุดมีสีครบ



ตัวอยาง  จงใชขั้นตอนวิธีของเวลซและเพาเวลลกําหนดสีของกราฟตอไปนี้
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จากขั้นตอนของเวลซและเพาเวลลนั้น  จะแสดงโดยใชตารางเพื่อให
เห็นชันเจนดังนี้

1234321สี

3334445ดีกรี

gfedcbaจุด

จํานวนสีที่ใชนอยที่สุด  คือ  4 สี



ทฤษฎีบท

ถา G เปนกราฟระนาบแลว (G)  5

ตัวอยางตอไปนี้จะแสดงใหเหน็วิธีการนําหลักการของจํานวนเลขสีไป
ใชในการแกปญหาที่พบกันโดยทั่วไปในมหาวิทยาลัยขนาดกลาง พบปญหา
เกี่ยวกับการจัดตารางสอบ  ซึง่จะมีวิธีการจัดตารางสอบ  500 – 600 วิชา
ในชวงเวลาสั้น ๆ  หลักสําคัญคือ  การจัดใหมีการสอบซ้ําซอนของนักศึกษาให
นอยที่สุด



ตัวอยาง สมมติวาในเทอมการศึกษา  2/2554 มีนักศึกษาลงทะเบียนเรียนวิชา
ตาง ๆ  ดงันี ้

คณิตศาสตร  ภาษาอังกฤษ  ชีววิทยา  เคมี

คณิตศาสตร  ภาษาอังกฤษ วิทยาการคอมพิวเตอร  ภูมิศาสตร

ชีววิทยา จิตวิทยา  ภูมิศาสตร  ภาษาสเปน

ชีววิทยา วิทยาการคอมพิวเตอร  ประวัติศาสตร  ภาษาฝรั่งเศส

ภาษาอังกฤษ  จิตวิทยา  ประวัติศาสตร  วทิยาการคอมพิวเตอร

จิตวิทยา  เคม ี วทิยาการคอมพิวเตอร  ภาษาฝรั่งเศส

จิตวิทยา  ภูมิศาสตร  ประวัติศาสตร  ภาษาสเปน

ปญหาคือ  จะจัดตารางสอบใหมีคาบการสอบจํานวนต่ําสุดเทาใด  สําหรับ  10
วิชาขางตน  โดยมีเงื่อนไขวานักศึกษาไมมีการสอบซ้ําซอน



เพื่อใชในการพิจารณาสถานการณ  จะสรางกราฟซึ่งมีจุดยอด  10 จุด  คือ  
คณ. อ. ชีว. เคมี  คอม. ภูม.ิ จิต. สเปน. ปวศ. ฝส. และวิชา 2 วิชา  ซึง่ไมสอบ
ซ้ําซอนจะมีเสนเชื่อมกัน  ดังกราฟตอไปนี้ ฝส (แดง)

ปวศ (สม)

สเปน (แดง)

คอม.  (ขาว)
ภูมิ.  (น้ําเงิน)

จิต.  (เขียว)

เคมี  (น้ําเงิน)

ชีว.  (เหลือง)

อ. (แดง)
คณ.  (เขียว)

ซึง่ปญหาคือ  จัดตารางสอบใหมีจํานวนคาบนอยที่สุด  นั่นคือการจัด  
จํานวนสีของกราฟขางตน  เนื่องจากกราฟนี้มีกราฟยอยเปนกราฟสมบูรณ K5

ดังนั้น  จะตองใชสีที่แตกตางกันอยางนอยทีสุ่ด  5 สี  (จุดยอด คณ. 
อ. ชีว. ภูม.ิ คอม.) โดย  5 วิชานี้ตองสอบในคาบเวลาที่แตกตางกัน  

แต  5 สี  ไมเพียงพอ  เนื่องจากวิชาจิตวิทยากับประวัติศาสตร  เปน
จุดประชิดกันและตางประชิดกับจุด อ. ชีว. ภูมิ. และคอม.



ดังนั้น  จํานวนสีของกราฟ  ซึง่แทนคาบการจัดตารางสอบ  ตองใช  6 สี  

กลาวโดยสรุป  เพื่อใหการจัดตารางสอบไมมีการซ้ําซอน  จะตองแบงการสอบ
ออกเปน  6 คาบ  ดังนี้

คาบ  1 คณ. จิต. คาบ  2 อ. สเปน  ฝส.

คาบ  3 ชีว. คาบ  4 เคม ี ภูม.ิ

คาบ  5 คอม. คาบ  6 ปศส.

ขอสังเกต

จํานวนต่ําสุดของคาบการสอบ  คือ  จํานวนเลขสีของกราฟ  เพราะวากราฟนี้
มีกราฟยอยแบบ K5 จึงตองจัดสีอยางนอยที่สุด  5 สี  

แตสําหรับตัวอยางนี้ไมเพียงพอ  เนื่องจากวชิาจิตวิทยาและประวัติศาสตร  
ตางประชิดกับจุดยอดทัง้  4 ยกเวน  คณิตศาสตร  ดงันั้นจึงจําเปนตองใชสีเทากับ  6
สี  


