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ผศ. เกษสุดา  บูรณพนัศักดิ์ 



บทที่ 1  กราฟ (GRAPHS) 

 ความเป็นมาของกราฟ 

   เลออนฮาร์ด ออยเลอร์  ผู้เร่ิมต้นงานทฤษฎกีราฟ โดย 

             น าเสนอผลงานแสดงวธีิการแก้ปัญหาของสะพานเมืองโคนิกสเบอร์ก   

  ซ่ึงประกอบด้วย  แผ่นดินสองฝ่ังแม่น า้  และเกาะสองแห่งกลางแม่น า้   

  ดนิแดนทั้งส่ีแห่งเช่ือมถงึกนัด้วนสะพานเจ็ดแห่ง  ดังภาพจ าลองนี้ 



  ปัญหานี ้ ตั้งไว้ว่า  ชาวเมืองโคนิกเบอร์กจะสามารถเดินทาง
ท่องเทีย่วชมเมืองได้ทุกแห่ง  แล้วกลบัมายงัทีเ่ดิมโดยใช้สะพานทุกแห่งเพยีงแห่งละ
หน่ึงคร้ังได้หรือไม่ 

  ซ่ึงเห็นได้ชัดว่าปัญหานี ้ เหมือนกบัปัญหาทีต่ั้งเป็นค าถามว่า            

       “จะสามารถเขียนกราฟข่ายงาน โดยเร่ิมจากจุดใดจุดหน่ึงไปยงัจุดอ่ืน ๆ  

 ทุกจุดตามเส้นในกราฟทุกเส้นละหน่ึงคร้ัง แล้วกลยัมายงัจุดเร่ิมต้นโดยไม่ 

 ยกดินสอได้หรือไม่”  ซ่ึงแสดงดังภาพจ าลองกราฟข่ายงานนี้ 



 จากภาพจ าลองกราฟข่ายงาน  ออยเลอร์  จึงก าหนดปัญหาเหลือเพยีง
ค าถามส้ัน ๆ ว่า “วถิีใดเป็นวงจรแบบออยเลอร์” 

 โดย ออยเลอร์ พจิารณาว่ามีจุดอยู่สองแบบ เรียกว่า จุดคู่และ  จุดคี ่  

  ซ่ึง จุดคู่มีเส้นมาส้ินสุดที่จุดน้ันเป็นจ านวนคู่   

            และ จุดคีจ่ะมีเส้นมาส้ินสุดที่จุดน้ันเป็นจ านวนคี ่

 

  ออยเลอร์  พบว่ากราฟข่ายงานซ่ึงจุดทั้งหมดเป็นจุดคู่จะมี
วงจรแบบออยเลอร์  และนีเ้ป็นจุดเร่ิมต้นของเร่ืองทฤษฎกีราฟ 
   



  จากความเป็นมาของเร่ืองทฤษฎกีราฟ ในเน้ือหาต่อไปนีจ้ะ
เป็นการแนะน าเกีย่วกบับทนิยามต่าง ๆ ของกราฟก่อน  ดังนี้ 

 

บทนิยามเกีย่วกบักราฟ 

 

 บทนิยามที่ 1 จุดยอดและเส้นเช่ือม (Vertices and Edges) 

 กราฟประกอบด้วย เซตของจุดยอด V และเซตของเส้นเช่ือม E  ที่มี
จ านวนนับได้เส้นเช่ือมจะโยงระหว่างจุดยอด 2 จุดที่แตกต่างกนั จุดยอดทั้ง
สองเรียกว่าจุดปลายของเส้นเช่ือ 

   



ตัวอย่างที่ 1  จากกราฟ G จะได้ว่า 
    V(G) = {A, B, C, D, E} 
    E(G0 = {AB, AC, BD, BE, CD, CE, DE} 
   ส่วนกรณีจุดที่เกดิจากการตัดกนัของเส้นเช่ือม BE  
 กบัเส้นเช่ือม CD ไม่ถือว่าเป็นจุดยอด และจะไม่มีอกัษรก าหนด 
 
ตัวอย่างที่ 2 
    จากรูป เส้นที่เร่ิมออกจากจุดใดจุดหน่ึงแล้ว
   กลบัมาส้ินสุดที่จุดเดมิ เรียกว่า วงวน (loop) และไม่
   เรียกว่า เส้นเช่ือม 
    ซ่ึงกราฟลกัษณะนี ้เรียกว่า กราฟเทียม  
   (pseudo graph) 
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 บทนิยามที่ 2 ระดบัข้ันของจุดยอด (Degree of Vertex) 

 ถ้า v เป็นจุดยอดในกราฟ G จ านวนเส้นของ G ที่เช่ือมกบัจุดยอด v 
เรียกว่าระดบัข้ันของจุดยอด v ใน G และเขียนแทนด้วย deg G หรือ deg v 

 
 

ตัวอย่างที่ 3   

      จากกราฟ G จะได้ว่า  

    deg u = deg v = deg w = 2 

    deg x = 3 , deg y = 1 , deg z = 0 
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 ทฤษฎบีทที่ 1  

 กราฟ G ใด ๆ จะมีระดบัข้ันของจุดยอดเป็นสองเท่าของจ านวนเส้น 
หรือ     ซ่ึง p คือ อนัดับ และ q คือ จ านวนเส้น 

 
 

พสูิจน์ เน่ืองจากในการนับระดบัข้ันของจุดยอดของกราฟ G รวมกนัทั้งหมด
 แต่ละเส้นขอบจะถูกนับ 2 คร้ัง และแต่ละเส้นขอบจะประกอบด้วย 
จุดยอด 2 จุด เช่ือมโยงเข้าหากนั   ดงัน้ัน  

 

 

 deg v = 2q 
vv(G)

 deg v = 2q 
vv(G)



 จากทฤษฎที าให้มีผลลพัธ์ตาม 3 ข้อ คือ ในกราฟใด ๆ  

  1. ผลรวมของระดบัข้ันของจุดยอดทั้งหมดจะเป็นจ านวนคู่ 

  2. จุดยอดที่มีระดบัข้ันเป็นจ านวนคีจ่ะมีเป็นจ านวนคู่ 

  3. ถ้ากราฟ G มีจุดยอด n จุด และเป็นกราฟที่จุดยอดทุกจุดมี 

     ดกีรีเท่ากบั r กราฟ G จะมีเส้นเช่ือมเป็นจ านวนเท่ากบั  

 

  

  

 

nr

2



 บทนิยามที่ 3  อนัดับและขนาด (Orders and Degrees)  

 จ านวนจุดยอดใด ๆ ในกราฟ เรียกว่า อนัดบัของกราฟ แทนด้วย
สัญลกัษณ์ |V| ส่วนจ านวนของเส้นเช่ือมในกราฟ เรียกว่า ขนาดของกราฟ 
แทนด้วยสัญลกัษณ์ |E|  

 

 

ตัวอย่างที่ 4 

    จากกราฟ G จะได้ว่า 

    |V| = 5 จุด และ   |E| = 7 เส้น 
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 บทนิยามที่ 4  จุดประชิด 

 ถ้า e เป็นเส้นเช่ือมระหว่างจุดยอด u และ v จะเรียกว่าจุดยอด u 
ประชิดกบัจุดยอด v หรือ เรียกว่าเส้นเช่ือม e ประชิดกบัจุดยอด u และ v 

 
 

 

ตัวอย่างที่ 5 

    จากกราฟ พบว่า 

    มี u ประชิดกบั v และ  v ประชิดกบั w   

    ส่วน     ประชิดกบั u และ v 

    และ     ประชิดกบั v และ w  
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 บทนิยามที่ 5  เส้นประชิด 

 ถ้า uv และ vw เป็นเส้นเช่ือมที่ไม่ซ ้ากนัในกราฟ G (         ) จะเรียกว่า
เส้นเช่ือม uv ประชิดกบัเส้นเช่ือม uw 

 
 

ตัวอย่างที่ 6 

    จากกราฟ พบว่า 

    เส้นเช่ือม uv ประชิดกบัเส้นเช่ือม uw   

    และเส้นเช่ือม uv ประชิดกบัเส้นเช่ือม vx  

    แต่เส้นเช่ือม uw ไม่ประชิดกบัเส้นเช่ือม vx 
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 บทนิยามที่ 6  ความเช่ือมโยง (Connectedness) 

  ถ้าสามารถลากเส้นเช่ือมจากจุดยอดจุดใดจุดหน่ึงไปยงัอกีจุดหน่ึงจุด
ใดในกราฟได้ เรียกกราฟน้ันว่า มีความเช่ือมโยง  แต่ถ้าท าไม่ได้ จะเรียกว่า
กราฟไม่เช่ือมโยง หรือกราฟขาดความเช่ือมโยง 

         ตัวอย่างที่ 7 

 

 

          จากกราฟ G จะเห็นได้ว่ามีความเช่ือมโยง เพราะจะลากเส้นเช่ือมจาก
จุดยอดใด ๆ ไปยงัจุดยอดอ่ืน ๆ ได้  

 แต่กราฟ H ไม่มีความเช่ือมโยง เพราะไม่สามารถลากเส้นเช่ือมจาก
จุดยอด A หรือ B ไปยงัจุดยอดอ่ืน ๆ ได้ 
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 บทนิยามที่ 7  จุดคู่หรือจุดคี ่(Even or Odd vertex) 

 จุดยอดของกราฟเรียกว่าเป็นจุดคี ่ ถ้าจุดยอดน้ัน คือจุดปลายของเส้น
เช่ือมที่มีเป็นจ านวนคี ่ และในท านองเดยีวกนั 

  จุดยอดของกราฟเรียกว่าเป็นจุดคู่  ถ้าจุดยอดน้ัน คือจุดปลาย
 ของเส้นเช่ือมที่มีเป็นจ านวนคู่ 
 

 

ตัวอย่างที่ 8 

    จากกราฟ พบว่า 

    จุดยอด c , d , e  เป็นจุดคู่ 

    ส่วนจุดยอด a , b  เป็นจุดคี ่
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d
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 ทฤษฎบีทที่ 2 

 ทุก ๆ กราฟจะมีจุดยอดคีเ่ป็นจ านวนคู่ 

พสูิจน์ ก าหนดให้กราฟ G มีขนาดเท่ากบั q   

  Ve เป็นเซตของจุดยอดคู่  และ V0 เป็นเซตของจุดยอดคี ่

 จาก ทฤษฎบีทที่ 1  ที่ว่า 

 

 ดงัน้ัน 

 

 เน่ืองจาก          เป็นจ านวนคู่  ดงัน้ัน                 เป็นจ านวนคู่ 

 ซ่ึงท าให้ |V0 | เป็นจ านวนคู่  น่ันคือ  ทุก ๆ กราฟจะมีจุดยอดคีเ่ป็น
จ านวนคู่ 

 deg v = 2q 
vv(G)

vv 0vv e
 deg v =  deg v +  deg v = 2q 

vv(G)

 deg v  = 2q -  deg v
vv evv 0

 deg v
vv e vv 0

 deg v



 กราฟสมสัณฐาน (isomorphic graphs) 

  จงพจิารณากราฟต่อไปนี ้

 

 

 

 

 จากกราฟทั้ง 2 รูป อาจจะมองเห็นว่ามีความแตกต่างกนั  แต่จริง ๆ 
แล้วเป็นกราฟเดยีวกนั  

  

ไฟฟ้า

A

ประปา

B

แกส

ไฟฟ้า

A

แกส

B

ประปา



  และในทางกลบักนักราฟ 2 รูปใด ๆ ที่ดูเหมือนกนั แต่จริง ๆ 
แล้วอาจเป็นกราฟที่แตกต่างกนัได้  ดังเช่นกราฟต่อไปนี้ 

 

 
 

 

 

 

  ดงัน้ันความเป็นไปได้ในการสร้างแผนภาพที่เป็นกราฟชุด
เดยีวกนัแต่สร้างได้หลาย ๆ แบบ ซ่ึงจะดูคล้ายกบัว่ากราฟน้ันเป็นกราฟที่
แตกต่างกนั  และการที่จะบอกว่ากราฟ G1 และกราฟ G2 เป็นกราฟชุด
เดยีวกนักคื็อ จะต้องสามารถเขียนกราฟ G2 ให้เป็นกราฟของ G1 ได้  
หลกัการนีคื้อ   แนวคิดของเร่ือง กราฟสมสัณฐาน ซ่ึงกล่าวได้ดงับทนิยาม
ต่อไปนี ้  

U
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 บทนิยามที่ 8  สมสัณฐาน (Isomorphic graphs) 

 กราฟ G และ H เรียกว่าเป็นกราฟสมสัณฐาน ถ้ากราฟ H สร้างจาก
กราฟ G ได้ด้วยการก าหนดช่ือจุดยอดใหม่ และกราฟทั้ง 2 มีความสมนัย
ระหว่างจุดยอดของ G กบัจุดยอดของ H ในแบบหน่ึงต่อหน่ึง และจ านวน
 เส้นเช่ือมของจุดยอดใน G เท่ากบั จ านวนเส้นเช่ือมของจุดยอดใน H  

 

 หรือกล่าวอกีนัยหน่ึงว่า กราฟ G และกราฟ H จะเป็นกราฟ      
สมสัณฐาน ถ้ามีฟังก์ชันหน่ึงต่อหน่ึง f จาก V(G) ไปยงั V(H) โดยที่            
uv  E(G)   กต่็อเม่ือ  f(u)f(v)  E(H)   

f : V(G)  V(H)  โดยที่ uv  E(G)   f(u)f(v)  E(H)  

เราเรียกฟังก์ชัน f ว่า สมสัณฐาน แทนด้วยสัญลกัษณ์ G  H 
 



ตัวอย่างที่ 9 
     

  จะเห็นว่า  กราฟ G และ H เป็นกราฟเดยีวกนั  ชุดของจุด
ยอด และ  เส้นเช่ือมตลอดจนฟังก์ชันจุดปลายเส้นเช่ือมเป็นแบบเดยีวกนั 
  แต่กราฟ G และ I ดูเหมือนกนั แต่กลบัเป็นกราฟที่ต่างกนั 
เพราะในกราฟ G มีจุดปลายของเส้นเช่ือม e1 คือ จุดยอด a กบั c ส่วนจุด
ปลายของ e1 ในกราฟ I คือ จุดยอด a กบั e  
  อย่างไรกต็าม ถ้าก าหนดช่ือจุดยอดของกราฟ I ใหม่ตามแบบ
ของฟังก์ชันต่อไปนี ้จะท าให้กราฟ I เหมือนกบักราฟ G  
  

กราฟ I กราฟ G กราฟ H 
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  อย่างไรกต็าม ถ้าก าหนดช่ือจุดยอดของกราฟ I ใหม่ตามแบบของ
ฟังก์ชันต่อไปนี ้จะท าให้กราฟ I เหมือนกบักราฟ G    

      จะเห็นได้ว่า  ฟังก์ชันซ่ึงก าหนดช่ือใหม่นีเ้ป็น ฟังก์ชันหน่ึงต่อหน่ึง 
   

ข้อสังเกต  กราฟ G และ H จะเท่ากนั กต่็อเม่ือ V(G) = V(H)  
      และ E(G) = E(H)    

เส้นเช่ือมใน I เส้นเช่ือมใน G จุดยอดใน I จุดยอดใน G 

e 1
e2
e3
e4
e5

e 1
e2
e3
e4
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u 1
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u 1
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 ทฤษฎีบทที ่3 

 ถ้ากราฟ G และ H เป็นกราฟสมสัณฐาน และฟังก์ชัน f เป็นสมสัณฐาน 
ดังน้ัน แต่ละจุดยอด v ของกราฟ G จะได้ว่า  degG v = degH f(v) 

พสูิจน์  สมมติให้ degG v = n  

  และ v1 , v2 , v3 ,…, vn เป็นจุดยอด n จุดของกราฟ G ทีทุ่กจุดมี 

 เส้นขอบเช่ือมโยงกบั v  

  เน่ืองจากกราฟ G และ H เป็นกราฟสมสัณฐาน  

  ดังน้ัน จุดยอด n จุด f(v1) , f(v2 ) , f(v3) ,…, f(vn) ของกราฟ H     
จะมีเส้นขอบเช่ือมโยงกบั f(v) และไม่มีจุดยอดอ่ืน ๆ อกีของกราฟ H เช่ือมกบั f(v)  

  จึงได้ว่า degH f(v) = n 

  สรุปได้ว่า degG v = degH f(v) 



ตัวอย่างที ่10 
     

  จะเห็นว่า  ฟังก์ชัน f  ซ่ึงท าให้  f(w) = Z , f(s) = q  
              f(x) = Y , f(t) = r  
   

กราฟ G กราฟ H 
q

r

t

SW

X Y

Z

  เป็นฟังก์ชันแบบหน่ึงต่อหน่ึง ระหว่างจุดยอดในกราฟ G กบัจุด
ยอดในกราฟ H และความสมนัยแบบหน่ึงต่อหน่ึงนีย้งัรักษาความประชิด คือจุด
ประชิดในกราฟG เป็น ws , wx , st ซ่ึงแต่ละคู่คือ  
   f(w) = Z และ f(s) = q      
   f(w) = Z และ f(x) = y     
   f(s)  = y และ f(t) = r     
   f(x) = y  และ f(t) = r      



 ทฤษฎีบทที ่4 

 เซตของกราฟซ่ึงเป็นแบบสมสัณฐาน จะมีความสัมพนัธ์แบบสมมูล 
(equivalent) น่ันคือ มีการสมมาตร (symmetric) การสะท้อน (reflexive)   และ   
การถ่ายทอด (transitive) 

 

 

 พสูิจน์ (การสะท้อน) 

  ถ้า G เป็นกราฟ และ f : V(G)  V(G) 

  ให้ f(v) = v ส าหรับ v  V(G)  
  แสดงว่า G สมสัณฐานกบั G ใน f 

  น่ันคือ สมสัณฐาน เป็นความสัมพนัธ์แบบสะท้อน 



พสูิจน์ (การสมมาตร) ถ้ากราฟ G สมสัณฐานกบักราฟ H  

 น่ันคือ f เป็นแบบสมสัณฐานระหว่างกราฟ G กบั H 

 ให้ f -1 : V(H)  V(G) เป็นการส่งแบบผกผนั โดยทีม่ี f -1(h) = g 
 ถ้า f(g) = h ดังน้ัน f -1 เป็นการส่งแบบหน่ึงต่อหน่ึงจาก V(H) ไป V(G)  
 

  ถ้าจุด h1 , h2 อยู่ใน V(H)  และ f -1(h1 ) = g1 , f -1(h2 ) = g2 

 แสดงว่า f(g1) = h1 , f(g2) = h2  

 ดังน้ัน h1 ประชิดกบั h2 กต่็อเม่ือ f(g1) ประชิดกบั f(g2)  

  และเพราะว่า G เหมือนกบั H 

ดังน้ัน f(g1) = h1ประชิดกบั f(g2) = h2กต่็อเม่ือ f -1(h1 ) = g1 ประชิดกบั f -1(h2 ) = g2

 น่ันคือ กราฟ H สมสัณฐานกบักราฟ G  แสดงว่า สมสัณฐาน เป็น
ความสัมพนัธ์แบบสมมาตร 



พสูิจน์ (การถ่ายทอด) 
 ถ้ากราฟ G สมสัณฐานกบักราฟ H และ กราฟ H สมสัณฐานกบักราฟ G  
 น่ันคือ  f : V(G)  V(H)  และ s : V(H)  V(G)  
     และการส่งแบบประกอบ s๐f = T จะเป็นการส่งแบบหน่ึงต่อหน่ึงจาก V(G) 
ไป V(H)  
  ถ้าจุด u1 , v1 เป็นจุดยอดในกราฟ G 
 

  ให้   f(u1) = u2  ,  f(v1) = v2 และ s(u2) = u3  ,  s(v2) = v3  
 เน่ืองจากฟังก์ชัน f สมสัณฐานกบัฟังก์ชัน s   
 ดังน้ัน u1 ประชิดกบั v1   กต่็อเม่ือ f(u1) ประชิดกบั f(v1)  
 และ u2 ประชิดกบั v2  กต่็อเม่ือ s(u2) ประชิดกบั s(v2)  
 ดังน้ัน u1 ประชิดกบั v1   กต่็อเม่ือ u3 = s๐f(u1 ) ประชิดกบั v3 = s๐f(v1 )  
 จะได้ว่า s๐f มีความสมสัณฐาน  น่ันคือ กราฟ G สมสัณฐานกบักราฟ T 



 จากการตรวจสอบว่า  กราฟ G และ H  สมสัณฐานกนัหรือไม่ โดยใช้ 

หลกัการของฟังก์ชันหน่ึงต่อหน่ึงน้ัน แต่ละขั้นตอนต้องใช้เวลามาก   

 แม้ว่ายงัไม่มีวธีิการตรวจสอบทีม่ีประสิทธิภาพ รวดเร็ว ในการหาความ 

สมสัณฐานของกราฟ  

 แต่มีวธีิการง่าย ๆ ในการตรวจสอบคือ พจิารณาว่ากราฟน้ันไม่มีสมบัติ 

ของการสมสัณฐานแทน  เราเรียกว่า “การไม่แปรเปลีย่น” ซ่ึงมีบทนิยามดงันี ้
 

 

 บทนิยามที ่9  การไม่แปรแปลีย่น (Invariant)  

 ในการพจิารณากราฟ G และ H จะเรียกว่า Q เป็นสมบัตสิมสัณฐาน    

ไม่แปรเปลีย่น กต่็อเม่ือ กราฟ G มีสมบตัิ Q และ 

 ถ้ากราฟ H สมสัณฐานกบักราฟ G แล้ว กราฟ H มีสมบตัิ Q ด้วย 



  จากการตรวจสอบว่า  กราฟ G และ H สมสัณฐานกนัหรือไม่ โดย 

 ใช้หลกัการของฟังก์ชันทัว่ถึงแบบหน่ึงต่อหน่ึงน้ัน แต่ละขั้นตอนต้องใช้ 

 เวลามาก 

  แม้ว่าจะยังไม่มีวิธีการตรวจสอบที่มีประสิทธิภาพ รวดเร็ว ในการ 

 หาการสมสัณฐานของกราฟ 

 

  แต่มีวิธีการง่าย ๆ ในการตรวจสอบว่ากราฟไม่สมสัณฐานกนั      

 โดยพจิารณาว่ากราฟน้ันไม่มีสมบัตกิารสมสัณฐาน  น้ันคือต้องมีสมบัติ  

 “การไม่แปรเปลีย่น” ซ่ึงเป็นไปตามบทนิยามดังนี ้



  บทนิยามที ่9   การไม่แปรเปลีย่น (Invariant) 

  ในการพจิารณากราฟ G และ H  จะเรียก Q  ว่าเป็นสมบัติ           
สมสัณฐานไม่แปรเปลีย่น กต่็อเม่ือ กราฟ G มีสมบัติ Q  และ 

  ถ้ากราฟ H สมสัณฐานกบักราฟ G แล้ว กราฟ H  มีสมบัติ Q  ด้วย 

 

  สมบัติการไม่แปรเปลีย่นส าหรับกราฟสมสัณฐาน (Q) 

 1. มีจุดยอด n จุด  2. มีเส้นเช่ือม m เส้น 

 3. มีจุดยอดดีกรี k หน่ึงจุด 4. มีจุดยอดดีกรี k จ านวน m จุด 

 5. มีวงจรหน่ึงความยาว k 6. มีวงจรแบบง่ายหน่ึงวงจรความยาว k 

 7. มีวงจรแบบง่าย m วงจรความยาว k 8. มีกราฟเช่ือมโยง  

 9. มีวงจรแบบออยเลอร์  10. มีวงเยยีนแบบแฮมิลตัน 

 



ตัวอย่างที ่11 จงแสดงให้เห็นว่ากราฟ 2 รูปต่อไปนีไ้ม่สมสัณฐาน  
   
     

กราฟ H กราฟ G 

 ตามคุณสมบตักิารไม่แปรเปลีย่นเชิงสมสัณฐานของกราฟ G และ H ต่างกนั  
เพราะ กราฟ G มีเส้นเช่ือม 9 เส้น  ส่วนกราฟ H มีเส้นเช่ือม 8 เส้น  
   
     



ตัวอย่างที ่12 จงแสดงให้เห็นว่ากราฟ 2 รูปต่อไปนีไ้ม่สมสัณฐาน  
   
     

 จะเห็นได้ว่ากราฟ G มีจ านวนจุดยอดเท่ากบักราฟะ H แต่ดกีรีของจุดยอด v  
ใน G มีระดบัขั้น 4  ซ่ึงกราฟ H ไม่มีจุดยอดทีม่ีระดบัขั้น 4 ดงัน้ันเม่ือใช้สมบัตกิาร 
ไม่แปรเปลีย่นกราฟทั้งสองแตกต่างกนั    
     

กราฟ G กราฟ H 



ตัวอย่างที ่13 จงแสดงให้เห็นว่ากราฟ 2 รูปต่อไปนีส้มสัณฐานกนั  
   
     

 จากกราฟ G และ H สามารถ
น ามาสร้างภาพฟังก์ชันได้ดงันี ้
  
     

กราฟ G กราฟ H 

b

a

c

d

w y

x

z

f
V(G)                  V(H)

a
b
c
d

w
x
y
z จะเห็นว่าฟังก์ชัน f เป็นฟังก์ชันแบบหน่ึงต่อหน่ึง  

ระหว่างจุดยอดของกราฟทั้ง 2 และรักษาความประชิด 
ของจุดปลายและเส้นเช่ือมดงันี ้
  
     

     เส้นเช่ือมกราฟ G                เส้นเช่ือมกราฟ H
        (a,b)                                (y,w) = (f(a),f(b))
        (a,c)                                 (y,x) = (f(a),f(c))
        (a,d)                                (y,z) = (f(a),f(d))
        (c,d)                                (x,z) = (f(c),f(d))



 ทฤษฎีบทที ่5  เง่ือนไขจ าเป็น 

 ถ้ากราฟ G สมสัณฐานกบักราฟ H ระดับขั้นของจุดยอดในกราฟ G ต้อง
เท่ากบัระดับขั้นของจุดยอดในกราฟ H 

 พสูิจน์ (เป็นแบบฝึกหัด) 

   

  ตามทฤษฎบีทข้างต้น  จะได้ว่า 

กราฟอนัดับ 1 (ขนาดเป็นศูนย์) เป็นกราฟสมสัณฐาน 

กราฟอนัดับ 2 ทีมี่ขนาดเป็นศูนย์ และหน่ึง  เป็นกราฟสมสัณฐาน(ในแต่ละอนั) 

    แต่ทั้งสองรูปนีไ้ม่สมสัณฐานกนั 

กราฟอนัดับ 3 มี 4 แบบดังนี ้         ซ่ึงไม่สมสัณฐานกนั 



 หลกัการช่องนกพริาบ 

 ถ้า S เป็นเซตของสมาชิกจ านวน n และ s1 , s2 , s3 ,…, sn  เป็นเซตย่อย k เซต
ที่แบ่งจาก S จะพบว่ามีเซตย่อยอย่างน้อยทีสุ่ด 1 เซตย่อย si  ที่  1 < i < n ซ่ึงมี
สมาชิกอย่างน้อยทีสุ่ด     

  หมายเหตุ   

   

   

n

r 

n

r      หมายถงึ จ านวนเตม็น้อยทีสุ่ดทีเ่ท่ากบัหรือมากกว่า         
n

r

 ดังน้ัน  ถ้ามีเซตของกราฟสมสัณฐานอนัดับ 4 ขนาด 3 จ านวน 3 ชุด (k = 3)  

และมีกราฟอนัดับ 4 ขนาด 3 จ านวน 4 รูป (n = 4)  จะพบว่ามีกราฟอย่างน้อยทีสุ่ด  

จ านวน            รูปทีอ่ยู่ในเซตของกราฟสมสัณฐานเดียวกนั 

   

   

4

3    = 2



 การนับจ านวนกราฟ 
 การนับจ านวนกราฟ สามารถแบ่งการนับอยู่ 2 แบบ คือ 
 แบบที ่1 การนับจ านวนกราฟทีม่ีอกัษรก ากบัเป็นช่ือของจุดยอด  จะนับเฉพาะ
กราฟทีไ่ม่สมสัณฐานตามอกัษรซ่ึงก ากบัไว้ทีจุ่ดยอด (ไม่สามารถนับซ ้าได้) 
 ตัวอย่างเช่น  กราฟอนัดบั 3 ซ่ึงมีอกัษรก ากบัจุดยอดจะมีกราฟจ านวน 8  รูป  
 ทีไ่ม่สมสัณฐาน 
 
 
 
  
 ซ่ึงส าหรับกราฟอนัดบั n ใดๆ สามารถหาจ านวนเส้นเช่ือมทีเ่ป็นไปได้จากสูตร   
     เส้น  ซ่ึงแต่ละเส้นเช่ือม อาจจะปรากฏหรือไม่ปรากฏ  ดงัน้ัน จ านวนกราฟ 
ทีต้่องการคือ 
   
   

b

a c ca

b b

a c ca

b b

a c ca

b b

a c ca

b

n(n  -1)

2

2

n(n  -1)

2



 แบบที ่2 การนับจ านวนกราฟทีไ่ม่มีอกัษรก ากบัเป็นช่ือของจุดยอด  จะนับเฉพาะ
กราฟทีไ่ม่สมสัณฐานตามอกัษรซ่ึงก ากบัไว้ทีจุ่ดยอด (ไม่สามารถนับซ ้าได้) 

 ตัวอย่างเช่น  กราฟอนัดบั 3 ซ่ึงไม่มีอกัษรก ากบัจุดยอดจะมีกราฟจ านวน 4  รูป  

 ทีไ่ม่สมสัณฐาน 

 

 

****แบบฝึกหัด**** 

 

  

    


