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บทท่ี 5   
อนุกรมก าลัง 

 

 ในบทนี้จะท ำกำรศึกษำอนุกรมโดยแต่ละพจนเ์ป็นฟงัก์ชันของตัวแปรอสิระหนึง่ตัวแปรซึง่มี
ประโยชน์อย่ำงมำกในกำรพยำยำมประมำณค่ำของฟังก์ชันต่ำง  ๆ  ที่มีควำมส ำคัญในกำรน ำไปประยกุต์ใช้  
โดยจะกล่ำวถึงอนุกรมของจ ำนวนจริงในรปูแบบหนึง่ที่เรียกว่ำ อนุกรมก ำลงั  ซึ่งเป็นรปูแบบที่ง่ำยและ
สะดวกต่อกำรค ำนวณ 

อนกุรมก าลัง 

บทนิยามท่ี 5.1  ให้  ...  ,  c  ,  c  ,  c  ,  a 210    เป็นจ ำนวนจริงใด  ๆ  และ  x  เปน็ตัวแปรค่ำ
คงตัว  จะเรียกอนกุรมที่สำมำรถเขียนให้อยู่ในรปูแบบ 

n
n

0n
)ax(c 





   หรือ   ...)ax(c)ax(cc 2
210   

ว่ำ  อนุกรมก าลังในรูป  (x – a )  เรียก  nc   เมื่อ   ...   ,  2  ,  1  ,  0     n    ว่ำ  สัมประสิทธิ์ของ
อนุกรมก าลัง   และเรียก  a   ว่ำ  ศูนย์กลางของอนุกรมก าลัง 

ข้อสังเกต     n
n

0n
)ax(c 





  จะเป็นอนุกรมก ำลงัที่ลูเ่ข้ำสู่  0c   เมื่อ  a     x   

การลู่เข้าของอนกุรมก าลัง  

 ทฤษฎีบทท่ี  5.1   ถ้ำ  n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลังลู่เข้ำที่  a    x     x 1    แล้ว  

อนุกรมนีจ้ะลู่เข้ำแบบสมับรูณ์ทุกค่ำ  x  ซึ่ง   a  -  x      a  -  x 1  

   ถ้ำ  n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลังลู่ออกที่  a    x     x 2    แล้ว  

อนุกรมนีจ้ะลู่ออกทุกค่ำ  x  ซึ่ง   a  -  x      a  -  x 2  

 พิสูจน์  ให้ท ำเป็นแบบฝกึหัด 
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 ทฤษฎีบทท่ี  5.2  ส ำหรบั  n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลงัที่ลูเ่ข้ำ  แล้วจะเกิดควำมเป็นไป

ได้  3  กรณี  คือ 
  (1)  อนุกรมลู่เข้ำ  เมื่อ  a     x    เท่ำนั้น 
  (2)  อนุกรมลู่เข้ำ  ทุก  x  ที่เป็นจ ำนวนจรงิใด  ๆ   
  (3)  มีจ ำนวนจรงิบวก  r   ที่ท ำให้อนุกรมลู่เข้ำ  ทุกค่ำ  x  ซึ่ง  r     a  -  x    และ
อนุกรมลู่ออก  ทุกค่ำ  x  ซึ่ง  r     a  -  x    แต่อนุกรมอำจจะลูเ่ข้ำหรือลู่ออก  ทุกค่ำ  x  ซึ่ง 

r     a  -  x   ก็ได ้
 
รัศมีและช่วงแห่งการลู่เข้าของอนุกรมก าลัง  

 บทนิยามท่ี  5.2  ถ้ำ  n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลงัลูเ่ข้ำ  เมื่อ  a     x    เท่ำนั้น        

จะกล่ำวว่ำ  n
n

0n
)ax(c 





  มีรัศมีแห่งการลู่เขา้เป็น  0 

    ถ้ำ  n
n

0n
)ax(c 





 เป็นอนุกรมก ำลงัลูเ่ข้ำ ทุกค่ำ  x  ที่เป็นจ ำนวนจรงิใดๆ  

จะกล่ำวว่ำ  n
n

0n
)ax(c 





  มีรัศมีแห่งการลู่เขา้เป็น    

   ถ้ำมีจ ำนวนจรงิบวก  r  ที่ท ำให้  n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลงัลูเ่ข้ำ   

ทุกค่ำ  x  ซึ่ง  r     a  -  x    และ  n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลังลู่ออก  ทุกค่ำ  x  ซึ่ง  

r     a  -  x    จะกล่ำวว่ำ  n
n

0n
)ax(c 





  มีรัศมีแห่งการลู่เขา้เป็น  r 

 บทนิยามท่ี  5.3  เรียกเซตของทุกค่ำ x  ที่เป็นจ ำนวนจริงใด  ๆ ที่ท ำให้  n
n

0n
)ax(c 





  เป็น

อนุกรมก ำลงัลูเ่ข้ำ  ว่ำ  ช่วงแห่งการลู่ขา้วของอนุกรมก าลัง 
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ตัวอย่างท่ี  1  จงหำรัศมีและช่วงแหง่กำรลูเ่ข้ำของอนุกรมก ำลังต่อไปนี ้

  (1)  


1n

nnxn     (2)  


1n

n

n

x
   

วิธีท า    (1)   ให้                nn
n xn       a   

         x n        a n n   

                     ดังนั้น 


         x nlim        a lim
  n

n
n

  n
     เมื่อ   0     x   

  จำก  ทบ.  4.14  จะได้ว่ำ  


1n

nnxn   เป็นอนุกรมก ำลงัลู่ออก  เมื่อ  0     x   

  และเนื่องจำก  


1n

nnxn   เป็นอนุกรมก ำลงัลูเ่ข้ำ  เมื่อ  0     x   

  ดังนั้น  


1n

nnxn   เป็นอนุกรมก ำลงัลูเ่ข้ำ  เมื่อ  0     x    เท่ำนั้น 

  จึงสรปุได้ว่ำ  รัศมีแห่งกำรลู่เข้ำคือ  0  และช่วงแห่งกำรลู่เข้ำคือ  {0} 

(2)   ให้        
n

x
       a

n

n   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
  จำก ทบ.  4.13  จะได้ว่ำ   

(1) 


1n

n

n

x
    เป็นอนุกรมก ำลังลู่เข้ำ   เมื่อ  1     x     0     

(2) 


1n

n

n

x
    เป็นอนุกรมก ำลังลู่ออก  เมื่อ 1     x       



 

 

บทท่ี  5  อนุกรมก ำลัง 

160 
เอกสารประกอบการเรียนรายวิชา 1142403 แคลคูลัส 2 

โดยผู้ช่วยศาสตราจารย์เกษสุดา บูรณพันศักดิ ์

 

     (3)  


1n

n

n

x
    เป็นอนุกรมก ำลังลูเ่ข้ำ   เมื่อ   0    x      

และ   (4)  


1n

n

n

x
    เป็นอนุกรมก ำลังลูเ่ข้ำและลู่ออก เมื่อ 1     x       หรอื  

1  ,  1 -   x      โดยพิจำรณำแต่ละกรณี  ดังนี ้
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ข้อสังเกต  จำกโจทย์  ก ำหนดให้เริ่มต้นที่   1     n  เนื่องจำกที่  0     n    อนุกรมน้ันจะไม่มีค่า 
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 ทฤษฎีบทท่ี  5.3  ให้  n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลงั  ซึ่งมจี ำนวนจรงิ  0n  ใด  ๆ ที่  

0     cn    ทุกค่ำ  0n     n    

  (1)  ถ้ำ     ,  0      
c

c
    lim

1n

n

  n



 หรือ  r   เมื่อ  r เป็นจ ำนนจริงบวก  แล้ว  

n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลัง  ที่มรีัศมีแหง่กำรลูเ่ข้ำ  เท่ำกับ    
c

c
    lim

1n

n

  n 
 

  (2)  ถ้ำ     ,  0   
  c  

1
  lim

n n  n



 หรือ  r   เมื่อ  r   เป็นจ ำนนจรงิบวก  

แล้ว  n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลงั  ที่มีรัศมีแห่งกำรลูเ่ข้ำ  เท่ำกับ   
  c  

1
  lim

n n  n 
 

 พิสูจน์  ให้ท ำเป็นแบบฝกึหัด 

ตัวอย่างท่ี  2  จงหำรัศมีแห่งกำรลู่เข้ำของอนุกรมก ำลังต่อไปนี้ 

  (1)  






1n

n

3n

)1x4(
      (2)  



1n
n

n

n

x
   

วิธีท า (1)   จำก  





















1n

n
n

1n

n

3n
4

1
x4

      
3n

)1x4(
   

จะได้      
3n

4
       c

n

n   

 ดังนั้น     
4

3n3

n3

4
       

c

c
    

1n

n

1n

n





  

                        
4

3n3

n3

4
 lim      

c

c
    lim

1n

n

  n1n

n

  n 


       

        
4

1
          

4n

1n
 lim  

  n






 

  สรปุได้ว่ำ  รัศมีแห่งกำรลู่เข้ำคือ  
4

1
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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แบบฝึกหัดท่ี  5.1 
 

1.  จงหำรัศมีและช่วงแหง่กำรลู่เข้ำของอนุกรมก ำลังต่อไปนี้ 

 1.1  )x( n

0n





    1.2  n
n

0n
)2x(

2

1















 

 1.3  













 






n

x
)1(

n
1n

1n
  1.4  

















 !n

xn

1n
 

 1.5  

























1n2

x
)1(

1n2
1n

1n
  1.6  





















 )2nln(

)4x(2 nn

0n
 

 1.7  




















 1n

)1x(
3

n

0n
   1.8  













 




n

n

0n 5

)3x2(
 

 1.9  n

1n
x !n





    1.10  n2n

0n
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การหาอนพุันธ์ของอนุกรมก าลัง 

 บทนิยามท่ี  5.4  ให้    n
n

0n
)ax(c 





  เป็นอนุกรมก ำลังที่ลูเ่ข้ำ  และมีผลบวกเท่ำกับ  f(x)  

ทุกค่ำ  I      x    นั่นคือ 

          n
n

0n
)ax(c      )x(f  





  ทุกค่ำ  I      x   

จะเรียก  f  ว่ำเป็นฟังก์ชันผลบวกของอนุกรมก าลังบน  I 

ตัวอย่างท่ี  3  จงหำฟงัก์ชันผลบวกของ  






0n

3n2x   

วิธีท า         จำกอนุกรมเรขำคณิต 

  1       x      ,                        x          
x-1

1

0n

n  




 

          น ำ  3x2  คูณตลอดสมกำร จะได้ 

  1       x      ,                  x2          
x-1

2x

0n

3n
3

 




  

         นั่นคือ 1) , (-1     x   ,    
x-1

2x
        f(x)

3
   เป็นฟังก์ชันผลบวกของ  







0n

3n2x   

 ทฤษฎีบทท่ี  5.4  ให้  f   เป็นฟังก์ชันผลบวกของ  n
n

0n
)ax(c 





  บนช่วงเปิด  I      นั่นคือ  

n
n

0n
)ax(c      )x(f  





  ทุกค่ำ  I      x    จะได้ว่ำ   f    มีอนุพันธ์บนช่วงเปิด  I  และ  

1n
n

1n

/ )ax(nc      )x(f 
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ตัวอย่างท่ี  4  จงหำฟงัก์ชันผลบวกของ  


1n

1-n2xn   

วิธีท า         จำกอนุกรมเรขำคณิต 

    1       x      ,                           x          
x-1

1

0n

n  




 

         จะได ้ 1       x      ,                      xn          
x-1

1

dx

d

1n

1-n 












 

           1       x      ,                      nx          
x)-(1

1

1n

1-n
2

 




 

           น ำ  x   คูณเข้ำตลอดสมกำร  จะได ้

                      1       x      ,                         xn          
x)-(1

x

1n

n
2

 




 

  1       x      ,                    xn          
x)-(1

x

dx

d

1n

1-n2
2














 

           1       x      ,                    xn          
x)-(1

x-1

1n

1-n2
4

2
 





 

           1       x      ,                     xn          
x)-(1

x1

1n

1-n2
3









 

          นั่นคือ 1) , (-1     x   ,    
x)-(1

x1
        f(x)

3



   เป็นฟังก์ชันผลบวกของ  




1n

1-n2xn   
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ตัวอย่างท่ี  5  จงหำอนุกรมก ำลงั  เมื่อก ำหนดให้ฟังก์ชันผลบวกเป็น   

       )
2

1
  ,  

2

1-
(     x   ,    

)4x-(1

x
        f(x)

22
  

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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แบบฝึกหัดท่ี  5.2 
 

1.  จงหำฟังก์ชันผลบวกของอนกุรมก ำลงัต่อไปนี ้

 1.1  n1n

0n
nx)3( 





    1.2  n3

0n
nx





 

 1.3  1n2

1n
nx 




     1.4  n

1n
)x2(n





 

 1.5  
2

x)1n(n n

1n







   

2.  จงหำอนุกรมก ำลัง  เมื่อก ำหนดฟงัก์ชันผลบวกให้ดังต่อไปนี้ 

 2.1  1)  ,  (-1     x   ,            
x)-(1

1
        f(x)

4
  

 2.2  1)  ,  (-1     x   ,          
x)(1

x-
        f(x)

2

3



  

 2.3  1)  ,  (-1     x   ,         
)x-(1

x
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อนกุรมเทยเ์ลอร์และอนุกรมเมคคอรีน 
 
 บทนิยามท่ี  5.5  ให้  f   เป็นฟังก์ชัน  ซึ่งหำอนุพันธ์ได้ทุกอันดับที่จุด  a      x    จะเรียก
อนุกรมที่สำมำรถเขียนอยู่ในรูปแบบ 
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ว่ำอนุกรมเทย์เลอร์ของ  f  รอบจุด  a  และเมื่อ  0      a    จะเรียกอนุกรมนี้ว่ำอนุกรมแมคคอริน 

ตัวอย่างท่ี  6  จงหำอนุกรมเทยเ์ลอร์ของ    
x
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          ดังนั้น  อนุกรมเทยเ์ลอร์ของ  f  รอบจุด  1      x    คือ 
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 ทฤษฎีบทท่ี  5.5  ให้  f  เป็นฟังก์ชัน  ซึ่งหำอนุพันธ์ได้ทุกอนัดับที่จุด  a      x    และอนุกรม
เทย์เลอร์ที่เขียนอยู่ในรูปแบบ   

)x(R
!n

)ax)(a(f
...

!2

)ax)(a(f
)ax)(a(f   f(a)  

!n

)ax)(a(f
n

n)n(2//
/

n)n(n

0k












เมื่อ  
)!1n(

)ax)(c(f
      )x(R

1n)1n(

n






  ส ำหรบั  c  บำงตัวบนช่วง  (a  ,  x)   ซึ่งจะเรียก   )x(Rn  ว่ำ

เศษเหลือของอนุกรมเทย์เลอร์ 

 พิสูจน์  ให้ท ำเป็นแบบฝกึหัด 

หมำยเหต ุ (1)  ถ้ำ  0     )x(R  lim n
  n




  แล้วจะกล่ำวว่ำ  อนุกรมเทย์เลอร์เปน็อนุกรมที่ลูเ่ข้ำหำ  f  

เขียนแทนด้วย   
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)ax)(a(f
      )x(f
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(2) ถ้ำ 0     )x(R  lim n
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 แล้วจะไม่สามารถเขียนได้ว่ำ  
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การประยกุต์ของอนกุรมยกก าลัง 

 อนุกรมยกก ำลงัของฟงัก์ชันใด  ๆ  ก็ตำม  ถ้ำจะน ำอนุกรมนัน้  ๆ  ไปใช้เป็นตัวแทนของฟังก์ชัน  
จะต้องใช้ในช่วงของกำรลูเ่ข้ำเท่ำนั้น  ซึ่งมีกำรน ำไปใช้อย่ำงหลำกหลำย  เช่น  กำรหำค่ำอินทิกรลัที่ไม่
สำมำรถอินทิเกรตออกมำในรปูของฟงัก์ชันธรรมดำ  ๆ  ได้  กำรหำค ำตอบของสมกำรเชิงอนพุันธ์  เป็นต้น    
อนุกรมยกก ำลงัทีส่ ำคัญ  ๆ  และนิยมใช้  ได้แก่ 
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แบบฝึกหัดท่ี  5.3 
 

1.  จงหำอนุกรมเทย์เลอร์ของ  f  รอบจุด  a      x    เมื่อก ำหนดให ้

 1.1  xe      )x(f    0    a   ,          
1.2   x      )x(f    1    a   ,          

 1.3  arctan(x)      )x(f   0    a   ,          
 1.4  x)ln(1      )x(f   0    a   ,          

 1.5  
x-3

1
     )x(f    2    a   ,            

2.  จงหำฟังก์ชันผลบวก  f  ของอนุกรมเทยเ์ลอร์ต่อไปนี ้
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