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บทท่ี  2   
เทคนิคการอินทิเกรต 

 

 ในบททีผ่่านมา เราได้กล่าวถึงการอินทเิกรตของฟังก์ชัน f(x)  โดยใช้กฎเบื้องต้น แต่ยังมฟีังก์ชันอกี
มากมายที่อยู่ในรูปของฟังก์ชันประกอบ )x(gf  หรือฟังก์ชันผลคูณ )x(g)x(f   หรือฟังก์ชันผลหาร 

)x(g

)x(f
 ซึ่งไม่สามารถใช้กฎเบื้องต้นได้  ด้วยสาเหตุน้ีจงึมีเทคนิคการอินทเิกรตหลายรูปแบบที่สามารถน าไป

ประยุกต์ใช้กบัฟังก์ชันในรูปแบบต่างๆ ที่กล่าวมาข้างต้น  ดงันั้นในบทนีจ้ะกล่าวถึงหลักการใช้เทคนิคการ
อินทิเกรตซึง่แยกศึกษาได้ตามรูปแบบต่างๆ  ดังต่อไปนี ้
 
การอนิทิเกรตโดยการแทนค่าด้วยตัวแปร u อยู่ในรปูฟงัก์ชนัตัวแปร x  

 การอินทเิกรตฟังก์ชันทีอ่ยู่ในรูปฟังก์ชันประกอบ )x(gf   สามารถหาค่าได้โดยการแทนค่า 
ตัวแปรจากตัวแปร x   เป็นตัวแปรอื่น ณ ที่นี้ให้เป็นตัวแปร u ดังนี้  )x(g    u    จะได้  

dx)x(g    ))x(u(d /  ดังนั้น 

                      dx )x(g))x(g(f /     du )u(f    c)u(F   

หมายเหต ุ   ถ้าเป็นการอินทิเกรตจ ากัดเขต   
b

a

dx)x(f   เมื่อแทน  )u(g    x   

                       du)u(g))u(g(f    dx)x(f
)b(g

)a(g

/
b

a
         

ตัวอย่างท่ี  1  จงหา     dx )xx(12 2  

วิธีท า  ให้  )x(1    u 2    จะได้    )x(1
dx

 d
    

dx

 du 2  

                                                    xdx2    ud   

2x

ud
   x  d   

 จะได้ว่า                dx )xx(12 2      2x

du
 )ux(2  

            ud u  
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                                                             c
2

u2
  

                                                             c
2

)x1( 22



 

ตัวอย่างท่ี  2  จงหา    dx ex2
2x  

วิธีท า  ให้  2  x  u     จะได ้          )(x
dx

 d
    

dx

 du 2  

                                                    xdx2    ud   

                                                    
2x

ud
   x  d   

 จะได้ว่า                     dx ex2
2x      2x

du
 )ex(2 u

 

            ud eu  

                                                             ceu   

                                                            ce
2x         

ตัวอย่างท่ี  3  จงหา  


dx 
x1

x
3

2
  

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  4  จงหา   dx cos(x)esin(x)   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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ตัวอย่างท่ี  5  จงหา   
2

0

32 dx)2x(x3   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
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แบบฝึกหัดท่ี 2.1  
 

1. จงหาอินทิกรลั โดยการแทนค่า u ที่ก าหนดให้ต่อไปนี ้

 1.1    22 2x    u ,                 dx)x2sin(x3  

 1.2   


3
3

2
r1    u ,                       dr

r1

r9
 

 1.3    1y4  y  u ,       dy)1y4y)(y4y2( 242243  

 1.4    cos(2x)    u ,                   dx
)x2(sin

)x2cos(
2

 

 1.5    cot(x)    u ,           xdxeccosxcot 22  

2.  จงหาอินทกิรลัต่อไปนี ้

 2.1    dx)1x(x2 42    2.2   dx1xx3 54  

 2.3   dx1x2    2.4   dx)xcos()x(sin2  

 2.5 


dx
x31

x
   2.6 


dx

)x1(

x
24

3
 

 2.7  dx)x(sec)x(tan 24   2.8  dx)x3cos()x3sin(  

 2.9  






 dx
3

x
eccos    2.10  dx)xcos(x4 43  

3. จงหาค่าของการอินทิเกรตจ ากัดเขตต่อไปนี ้

 3.1   
2

0

43 dx)x1(x    3.2 
 

0

1
2

dx
4x

x4
 

 3.3 

4

0

2 dx)x(sec)xtan(
π

  3.4   
3

1

dx)x34cos(  
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 3.5 




0

2

dx
4)xsin(

)xcos(5

π

  3.6 


4

4

dx)xsin(cos)xsin(
π

π

 

 3.7 



2/

3
dx))xcos(x(

π

   3.8  







6

0
dx

3

x2
sin

π

 

 3.9 



0

2
dxx2)1x(   3.10  

2

0

3 2dxx4x  

4.  จงอธิบายว่าเพราะเหตุใด    duu    dx)x5(x 332   เมื่อ  2x5    u   

5.  ถ้า  f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง  และ  16    dx)x(f
10

0
   จงหาค่าของ  

5

0
dx)x2(f  

6.  จงพิจารณาว่าข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด  ถ้าผิดจงยกตัวอย่างประกอบ 

 6.1  c)1x2(
3

1
    dx)1x2( 32   

 6.2  



2b

a

b

a
dx)xsin(   dx)xsin(  

 6.3  ccos(2x)    dx)xcos()xsin(4   

 6.4   



10

0

2
10

10

23 dx)dbx(2   dx)dcxbxax(  
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การอนิทิเกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติยกก าลัง 

 การอินทเิกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติยกก าลงั  สามารถแบง่การอนิทิเกรตได้  6  แบบดังนี้ 

1. การอินทิเกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีอยู่ในรูป )x(sinm หรือ )x(cosm   
     เมื่อ  m  เป็นจ านวนเต็มบวก  สามารถแยกได้เป็น 2 กรณี  ดังนี ้

    กรณีท่ี 1   เมื่อ  m  เป็นจ านวนค่ี  ใช้วิธีการอินทิเกรตเทียบกบัฟังก์ชัน )xcos(  หรอื )xsin(  
ไดด้ังนี ้

   ให้   12k    m      ,  ,... 2 , 1 , 0    k   

   จะได้ว่า  dx)x(sinm     
 dx))x(sin( 1k2

 

    
 )xsin(

)xcos(d
)xsin())x(sin( k2

 

      )xcos(d))x(cos1( k2
 

และ    dx)x(cosm     
 dx))x(cos( 1k2

 

     )xcos(

)xsin(d
)xcos())x(cos( k2

 

      )xsin(d))x(sin1( k2
 

ตัวอย่างท่ี  6  จงหา   dx)x(sin3   

วิธีท า  จะได้ว่า    dx)x(sin3     
 dx))x(sin( 12

 

    
 )xsin(

)xcos(d
)xsin())x(sin( 2

 

      )xcos(d))x(cos1( 2
 

    c
3

)x(cos
)xcos(

3













  

    c
3

)x(cos
)xcos(

3
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ตัวอย่างท่ี  7  จงหา   dx)x(cos5   

วิธีท า  จะได้ว่า   dx)x(cos5     
 dx))x(cos( 14

 

     )xcos(

)xsin(d
)xcos())x(cos( 4

 

      )xsin(d))x(sin1( 22
 

      )xsin(d))x(sin)x(sin21( 42
 

    c
5

)x(sin

3

)x(sin2
)xsin(

53
   

ตัวอย่างท่ี  8  จงหา   dx)x3(sin5   
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

    กรณีท่ี  2   เมื่อ  m  เป็นจ านวนคู่ 

          ให้ใช้สูตร         
2

cos(2x)1
    )x(sin2 
  

          หรือ               
2

cos(2x)1
    )x(cos2


  

     เพื่อให้ก าลังของตัวถูกอินทิเกรตลดลง แล้วด าเนินการการอินทเิกรตเหมือนเดมิ 
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ตัวอย่างท่ี  9  จงหา   dx)x(cos4   

วิธีท า  จะได้ว่า          
2

4

2

cos(2x)1
    )x(cos 







 
  ))x2(cos)x2cos(21( 

4

1
  2  

 ดังนั้น    dx)x(cos4       dx ))x2(cos)x2cos(21( 
4

1 2
 

         dx )x2(cosdx )x2cos(2 dx  1 
4

1 2
 

    














 
   dx 

2

)x4cos(1

2

)x2(d
)x2cos(2x

4

1
 

    






   dx

2

)x4cos(
dx

2

1
)x2sin(x

4

1
 

    






  4

)x4(d

2

)x4cos(
x

2

1
)x2sin(x

4

1
   

    c
8

)x4sin(
x

2

1
)x2sin(x

4

1






    

ตัวอย่างท่ี  10  จงหา   dx)x4(sin12 2   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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2.  การอินทิเกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีอยู่ในรูป )x(cos)x(sin nm  สามารถแยกไดเ้ป็น   
     2  กรณี  ดังน้ี 

    กรณีท่ี 1  เมื่อ m เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ และ n มีค่าไม่จ ากัด  สามารถอินทิเกรตเทียบกบั 
)xcos(  ไดด้ังนี้ 

    ให้  12k    m      ,  ,... 2 , 1 , 0    k              

    จะได้ว่า    dx)x(cos)x(sin nm     
 dx)x(cos))x(sin( n1k2

 

          
 )xsin(

)xcos(d
)x(cos)xsin())x(sin( nk2

 

            )xcos(d)x(cos))x(cos1( nk2
 

ตัวอย่างท่ี  11  จงหา   dx)x(cos)x(sin 83   

วิธีท า  จะได้ว่า         dx)x(cos)x(sin 83     
 dx)x(cos))x(sin( 812

 

          
 )xsin(

)xcos(d
)x(cos)xsin())x(sin( 82

 

            )xcos(d)x(cos))x(cos1( 82
 

            )xcos(d))x(cos)x((cos 108
 

          c
11

)x(sin

9

)x(cos 119
                                 

ตัวอย่างท่ี  12  จงหา   dx)x(cos)x(sin 2/15   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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    กรณีท่ี 2  เมื่อ  n  เป็นจ านวนเต็มบวกคี่ และ  m  มีค่าไม่จ ากัด  สามารถอินทิเกรตเทียบกบั )xsin(  
ไดด้ังนี ้

    ให้  12k    n      ,  ,... 2 , 1 , 0    k              

    จะได้ว่า    dx)x(cos)x(sin nm     
 dx)x(cos))x(sin( 1k2m

 

           )xcos(

)xsin(d
)xcos()x(cos))x(sin( k2m

 

            )xsin(d))x(sin1)(x(sin k2m
 

ตัวอย่างท่ี  13  จงหา   dx)x(cos)x(sin 33/11   

วิธีท า  จะได้ว่า   dx)x(cos)x(sin 33/11     
 dx)x(cos))x(sin( 123/11

 

           )xcos(

)xsin(d
)xcos()x(cos))x(sin( 23/11

 

            )xsin(d))x(sin1)(x(sin 23/11
 

            )xsin(d))x(sin)x((sin 3/173/11
 

        c
20

)x(sin3

14

)x(cos3 3/203/14
          

ตัวอย่างท่ี  14  จงหา   dx)x2(cos)x2(sin 52   
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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3. การอินทิเกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีอยู่ในรูป )x(tanm หรือ )x(cotm                                   
เมื่อ m เป็นจ านวนเต็มบวกเมื่อ  2    m   ไม่ว่าจะเป็นจ านวนเตม็บวกคู่หรือค่ี   

      ให้ใช้สูตร   1)x(sec    )x(tan 22     แล้วอินทิเกรตเทียบกบั )xtan(  

      และ           1)x(cosec    )x(cot 22     แล้วอินทิเกรตเทียบกบั )xcot(  

ตัวอย่างท่ี  15  จงหา   dx)x(tan3   

วิธีท า  จะได้ว่า                  dx)x(tan3      dx)x(tan)xtan( 2  

            dx)1)x(sec)(xtan( 2
 

            dx))xtan()x(sec)x(tan( 2
 

            dx)xtan(dx)x(sec)xtan( 2
 

          dx)xtan(
)x(sec

)xtan(d
)x(sec)xtan(

2
2                         

          dx)xtan()xtan(d)xtan(                         

        c|)xsec(|ln
2

)x(tan2
                         

ตัวอย่างท่ี  16  จงหา   dx)x(cot4   
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
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4.  การอินทิเกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีอยู่ในรูป )x(secm  หรือ )x(eccos m    
     เมื่อ  m  เป็นจ านวนเต็มบวกคู่   ให้ใช้วิธีอินทิเกรตเทียบกับฟงั์ชัน )xtan(  หรือ )xcot(  ดังนี ้

    ให้  2k    m      ,  ,... 3 , 2 , 1    k              

    จะได้ว่า           dx)x(secm      dx)x(sec k2
 

          
)x(sec

)xtan(d
)x(sec

2
k2  

          
 )xtan(d)x(sec 2k2  

          
 )xtan(d))x((sec 1k2

 

          
 )xtan(d))x(tan1( 1k2

 

        และ       dx)x(eccos m      dx)x(eccos k2
 

          
 )x(eccos

)xcot(d
)x(eccos

2
k2

 

          
 )xcot(d)x(eccos 2k2

 

          
 )xcot(d))x(ec(cos 1k2

 

          
 )xcot(d))x(cot1( 1k2

 

ตัวอย่างท่ี  17  จงหา   dx)x(sec4   

วิธีท า     จะได้ว่า           dx)x(sec4     
)x(sec

)xtan(d
)x(sec

2
4

 

           )xtan(d)x(sec2
 

            )xtan(d))x(tan1( 2
 

          c
3

)x(tan
)xtan(

3
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โดยผู้ช่วยศาสตราจารย์เกษสุดา บูรณพันศักดิ ์

ตัวอย่างท่ี  18  จงหา   dx)x(eccos 6   
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

5.  การอินทิเกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีอยู่ในรูป )x(tan)x(sec nm   
     เมื่อ 0  n,m   สามารถแยกเป็น  2  กรณี  ดังนี ้

    กรณีท่ี 1   เมื่อ m  เป็นจ านวเต็มคู่บวก และ n มีค่าไม่จ ากัด  ให้อินทิเกรตเทียบกับ )xtan(  

    ให้  2k    m      ,  ,... 3 , 2 , 1    k              

    จะได้ว่า   dx)x(tan)x(sec nm      dx)x(tan)x(sec nk2
 

          
)x(sec

)xtan(d
)x(tan)x(sec

2
nk2

 

          
 )xtan(d)x(tan))x((sec n1k2

 

          
 )xtan(d)x(tan))x(tan1( n1k2

 

ตัวอย่างท่ี  19  จงหา   dx)x(tan)x(sec 34   

วิธีท า  จะได้ว่า      dx)x(tan)x(sec 34      
)x(sec

)xtan(d
)x(tan)x(sec

2
34

 

           )xtan(d)x(tan)x(sec 32
 

                       )xtan(d)x(tan))x(tan1( 32                  

                       )xtan(d))x(tan)x((tan 53                  

          c
6

)x(tan

4

)x(tan 64
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ตัวอย่างท่ี  20  จงหา   dx)x3(tan)x3(sec 52   
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

    กรณีท่ี 2   เมื่อ n  เป็นจ านวเต็มค่ีบวก และ m  มีค่าไม่จ ากัด  ให้อินทิเกรตเทียบกับ )xsec(  

    ให้  12k    n      ,  ,... 2 , 1 , 0    k              

    จะได้ว่า   dx)x(tan)x(sec nm     
 dx)x(tan)x(sec 1k2m

 

          


)xtan()xsec(

)xsec(d
)x(tan)x(sec 1k2m

 

          
 )xsec(d)x(tan)x(sec k21m

 

            )xsec(d)1)x()(secx(sec k21m          

ตัวอย่างที่  21  จงหา   dx)x(tan)xsec( 3   

วิธีท า     จะได้ว่า   dx)x(tan)xsec( 3     
 dx)x(tan)x(sec 122/1

 

          


)xtan()xsec(

)xsec(d
)x(tan)x(sec 122/1

 

          
 )xsec(d)x(tan)x(sec 22/1

 

            )xsec(d)1)x()(secx(sec 22/1
 

          
 )xsec(d))x(sec)x((sec 2/12/3

 

          c)x(sec2
5

)x(sec2 2/1
2/5
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ตัวอย่างที่  22  จงหา    dx)x2(tan)x2(sec 53   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

6.   การอินทิเกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติท่ีอยู่ในรูป )x(cot)x(eccos nm   

      เมื่อ 0  n,m   สามารถท าได้ในท านองเดียวกัน  )x(tan)x(sec nm   ไดด้ังนี้ 

ตัวอย่างที่  23  จงหา   dx)x(cot)x(eccos 54   

วิธีท า    จะได้ว่า     dx)x(cot)x(eccos 54     
 )x(eccos

)xcot(d
)x(cot)x(eccos

2
54

 

               )xcot(d)x(cot)x(eccos 52
 

                )xcot(d)x(cot))x(cot1( 52
 

                )xcot(d))x(cot)x((cot 75
 

              c
8

)x(cot

6

)x(cot 86
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ตัวอย่างที่  24  จงหา   dx)x5(cot)x5(eccos 35   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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แบบฝึกหัดท่ี 2.2 
 

1.  จงหาอินทกิรลัต่อไปนี ้

 1.1  dx)xsin()x(cos2     1.2  dx
)x(sin

)xcos(
2

 

 1.3  dx)x(cos3     1.4  dx)x5(cos2  

 1.5  dx)x(sin)x(cos 53    1.6  dx)x(tan)xsec( 2  

 1.7  dx)x2(sec)x2tan( 3    1.8  dx)x(sec)xtan( 4  

 1.9   dx)xtan()xsec())xsec(1( 2  1.10 



dx

)x3cos(

)x3sin(
 

2.  จงหาค่าอินทิกรัลจ ากัดเขตต่อไปนี ้

 2.1 
π

π 2

3 dx)x(eccos     2.2 

3

6

3 dx)x(cot
π

π

 

 2.3 

3

3
4

2
dx

)x(sin

)x(cos
π

π-

    2.4 

8

0

5 dx)x(cot)x(eccos
π

 

 2.5 

2

0

325 dx)x(sin)x(cos
π

   2.6 

4

0

32 dx)x(tan)x(sec
π

 

 2.7 



















0

2 dx
4

x
cos

4

x
sin    2.8 




3

6/
dx)x3sin())x3cos(1(

π

 

 2.9 


4

0
2

dx
)x(cos

)xsin(1π

    2.10 


3

4/

2
dx

)xtan(

)x(secπ
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การอนิทกิรตโดยการแทนค่าตัวแปร u  อยู่ในรปูฟงัก์ชันตรีโกณมิติ  

การอนิทิเกรตของฟังก์ชันที่มีเทอม  222222 xa,  ax  ,  xa    เม่ือ  0   a   

รวมอยู่ด้วย เราสามารถใช้เทคนิคการแทนค่าตัวแปรให้อยู่ในเทอมของฟังก์ชันตรีโกณมิติ  
แล้วใช้เทคนิคการอนิทิเกรตฟังก์ชันตรีโกณมิติด าเนนิการตอ่ ซ่ึงสามารถแบ่งรูปแบบการ
อินทิเกรตออกเป็น 3 แบบ โดยอาศัยเอกลกัษณ์ทางตรีโกณมิตติ่อไปนี้ประกอบการอินทิเกรต  
ได้ดังนี ้

1    )x(cos)x(sin 22   

                  )x(sec    )x(tan1 22   

                      )x(secco    )x(cot1 22   

รูปแบบท่ี 1   ถ้าฟังก์ชันมีเทอมของ 22 xa  ประกอบ 

 ให้  )asin(    x   ,  





 


2
,

2
        แล้วจะได้ว่า )acos(    )(sinaa 222    

รูปแบบท่ี 2   ถ้าฟังก์ชันมีเทอมของ 22 xa  ประกอบ 

 ให้  )atan(    x   , 






 


2
,

2
       แล้วจะได้ว่า )asec(    )(tanaa 222    

รูปแบบท่ี 3   ถ้าฟังก์ชันมีเทอมของ 22 ax  ประกอบ 

 ให้  )asec(    x   ,
















 
 ,

22
,0       แล้วจะได้ว่า )atan(    a)(seca 222    

 เมื่ออินทิเกรตแล้วต้องเปลี่ยน    ให้กลบัเป็นตัวแปร x  อย่างเดมิ โดยใช้รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก
ช่วยพิจารณาเพื่อความสะดวก 

ตัวอย่างที่  25  จงหา  


dx
4x

1
2

  

วิธีท า  ให้  )2sec(    x         แล้วจะได้       d)tan()sec(    dx     

  และ  )2tan(    4x2   
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 ดังนั้น  


dx
4x

1
2

     


d)tan()sec(
)tan(2

1
 

      d)sec(
2

1
               

    c|)tan()sec(|ln
2

1
  

จาก  )2sec(    x     จะได้ว่า       
2

x
    )sec(   

          ดังนั้น       
x

2
    )(osc                  รูปท่ี  2.1 

 (สามารถวาดรูปสามเหลี่ยมประกอบการพจิารณา  ดังรูปที่  2.1) 

สรปุได้ว่า           


dx
4x

1
2

    c
2

4x

2

x
ln

2

1 2



  

ตัวอย่างที่  26  จงหา  


dx
x9

x
2

3
  

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

x

2

2x 4
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  27  จงหา  


dx
)x91(

1
22

  

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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ตัวอย่างท่ี  28  จงหา  
 4x25

dx
2

    

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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โดยผู้ช่วยศาสตราจารย์เกษสุดา บูรณพันศักดิ์ 

 

แบบฝึกหัดท่ี 2.3  
 

1.  จงหาอินทกิรลัต่อไปนี ้

1.1 
 2x16

dx
    1.2 


dx

x

x4
2

2
  

1.3   dxx25 2     1.4 


dx
x

1x2
 

1.5 
 22 )x4(

dx
    1.6 

 22 x416x

dx
 

1.7 
 2xx4

dx
    1.8   dxxx23 2  

1.9 



dx

1xx

1x
2

    1.10 
 1ee

dxe
xx2

x
 

2.  จงหาค่าอินทิกรัลจ ากัดเขตต่อไปนี ้

 2.1 
 

2

2
2x4

dx
     2.2  

1

0

232 )1x3(x  

 2.2 



23

1
2xx2

dx)1x(
    2.4 



4

2
2

2

1x

dxx
 

 2.5 
 

1

12
2xx2)1x(

dx
   2.6 



)4ln(

0
x2

x

e9

dxe
 

 2.7 


)3/4ln(

)4/3ln(
2/3x2

x

)1e(

dxe
   2.8 



4/1

12/1 xx4x

dx2
 

 2.9 


e

1
2))x(ln(1x

dx
    2.10 



1

1
2

2
dx

x

x16
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การอนิทกิรตทีละส่วน  

 การอินทเิกรตฟังก์ชันทีอ่ยู่ในรูปฟังก์ชันผลคูณ )x(g)x(f   สามารถหาได้โดยการอินทเิกรตทลีะ
ส่วนไดด้ังนี ้

 ถ้าให้ )x(f    u   และ  )x(g    v   ซึ่งเป็นฟังก์ชันของตัวแปร x และต่างกม็ีอนุพนัธ์  

จะได้ว่า  
dx

du
 v

dx

dv
u    )uv(

dx

d
  

ดังนั้น                  dx 
dx

du
v dx 

dx

dv
u    uv          

หรือ         du v dv u    uv                        ---(1) 

 จากสมการ  (1)  จะได้สูตรการอินทเิกรตทีละส่วน ดังนี ้

du v vu    dv u    
 
 จะเห็นว่าการอินทิเกรตทลีะส่วนน้ัน เป็นการเปลี่ยนการอินทิเกรตจากรูปแบบ  dv u  ไปสู่

รูปแบบ  du v   ดังนั้นต้องเลือก u  และ dv  ให้เหมาะสมโดยยึดหลักว่าต้องท าให้อินทิกรัลข้ันต่อไปง่าย
ข้ึนกว่าเดิม และนอกจากนั้นต้องค านงึถึงด้วยว่า dv  ที่เลือกต้องสามารถอินทิเกรตได้เพื่อหา v แล้วแทน
เข้าไปในสูตรการอินทิเกรตทลีะส่วน 
 

ตัวอย่างท่ี  29  จงหา  dx ln(x)   

วิธีท า  ให้   ln(x)    u             และ      dx  v  d   

               dx
x

1
    du             และ          xv    

จะได้ว่า                      dx ln(x)       dx
x

1
x)xln(x  

     dx 1)xln(x               

    cx)xln(x   
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ตัวอย่างที่  30  จงหา  dx xln(x)   

วิธีท า  ให้   ln(x)    u             และ        xdxv  d   

               dx
x

1
    du             และ        

2

x
  v  

2
  

จะได้ว่า                   dx xln(x)       dx
x

1

2

x
)xln(

2

x 22
 

     dx
2

x
)xln(

2

x2
              

    c
4

x
)xln(

2

x 22
  

ตัวอย่างท่ี  31  จงหา  dx xsin(x)   
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  32  จงหา  dx xarctan(x)   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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ตัวอย่างท่ี  33  จงหา  dx ex x2
   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  34  จงหา  dx )xsin(ex
   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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แบบฝึกหัดท่ี 2.4 
 

1.  จงหาอินทกิรลัต่อไปนี ้

 1.1   dx)x2cos(x     1.2  dxex x22  

1.3   dx4xx3 23     1.4  dx)xsin(ex  

1.5   xdxcotarcx     1.6  dx)xarccos(  

1.7   dx)x(secx 2     1.8  dx
x

xarctan
2

 

1.9   dx2x x      1.10  dx
x

xln
 

2.  จงหาค่าอินทิกรัลจ ากัดเขตต่อไปนี ้

 2.1 dxx1x
1

1



     2.2 dxex
2

0

x2


  

 2.3 dxx4cosx
2

0




    2.4 dxx1x
1

1



  

 2.5 dx
x

xarcsin1

0
2     2.6 

 2/

0

2 dx)x2sin(x  

 2.7 
2/1

0

2 dx)xarcsin(x2    2.8  
)7ln(

)3ln(

x2 dxe)1xx(  

 2.9 
2

3/2
dx)xsec(xarc     2.10 

e

2

3 dx)xln(x  
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การอนิทกิรตโดยใช้เศษส่วนย่อย  

 การอินทเิกรตฟังก์ชันทีอ่ยู่ในรูปฟังก์ชันผลหาร 
)x(g

)x(f
 หรือฟังก์ชันตรรกยะ เมื่อ f(x) และ g(x) ต่าง

เป็นฟงัก์ชันพหุนาม  โดยมีขั้นตอนดังต่อไปนี ้

ขั้นที่  1  จะต้องท าใหเ้ป็นฟงัก์ชันตรรกยะแทเ้สียก่อน นั่นคือดีกรีของ  f(x)   ต้องน้อยกว่าดีกรี
ของ  g(x)  ซึ่งท าโดยน าส่วนไปหารเศษจนให้ได้ฟงัก์ชันตรรกยะแท้ ดังนี้ 

  (1)  
x2x5x

1xx2x
56

35




  เป็นฟงัก์ชันตรรกยะแท ้

  (2)  
3x

1x2x
2

4




   ไม่เป็นฟงัก์ชันตรรกยะแท้   

สามารถท าให้เป็นฟังก์ชันตรรกยะแท้ดังนี้     
3x

10x2
3  x  

3x

1x2x
2

2
2

4









 

  (3)  
1x

3x
2

2




         ไม่เป็นฟงัก์ชันตรรกยะแท้   

สามารถท าให้เป็นฟังก์ชันตรรกยะแท้ดังนี ้   
1x

4
 1    

1x

3x
22

2







          

เมื่อท าให้เป็นฟังก์ชันตรรกยะแท้แล้ว จะมีเทอมอื่นเพิ่มข้ึนมาคือฟังก์ชันพหุนามเท่านั้น  ซึ่ง
สามารถอินทิเกรตได้ง่ายข้ึน   

ขั้นตอนท่ี  2  พิจารณาว่าสามารถแยกตัวประกอบได้หรือไม่ ถ้าแยกได้ก็สามารถท าฟงัก์ชัน
)x(g

)x(f
  

ให้เป็นเศษส่วนย่อยได้ ซึ่งสามารถแบ่งออกเป็น 3 กรณี ดังนี้ 

หมายเหต ุ โดยฟังก์ชันที่กล่าวถึงต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันตรรกยะแท้แล้ว 

     กรณีท่ี 1  เมื่อตัวประกอบแต่ละตัวของ  g(x)   มีก าลงัสูงสุดเป็น 1 และไม่ม ี
ตัวประกอบซ้ ากันเลย เช่น 

 
)kx)...(cx)(bx)(ax(

)x(f
    

)x(g

)x(f
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)kx(

K
...

)cx(

C

)bx(

B

)ax(

A
    

)kx)...(cx)(bx)(ax(

)x(f
    

)x(g

)x(f














  (1) 

   เมื่อ  A , B , C , … , K  เป็นค่าคงตัว  แล้วท าการค านวณหาค่า  A , B , C , … , K   โดยวิธีการ
หาตัวคูณร่วมน้อย  (ค.ร.น.)  น ามาแทนค่าลงในสมการ  (1)  ดังนี ้

จาก  

)kx(

K
...

)cx(

C

)bx(

B

)ax(

A
    

)kx)...(cx)(bx)(ax(

)x(f
    

)x(g

)x(f














  

จะได้ว่า               

)kx)...(cx)(bx)(ax(

))]1k(x)...(cx)(bx)(ax[(K...)]kx)...(dx)(cx)(bx[(A
    

)x(g

)x(f




  

ดังนั้น            
...)]kx)...(dx)(cx)(bx[(A   (x)f  ))]1k(x)...(cx)(bx)(ax[(K      (2) 

แล้วด าเนินการหาค่า  A , B , C , … , K   ด้วยวิธีต่อไปนี้ 

      วิธีท่ี 1  ก าหนดค่า x  ต่างๆ กัน ทั้งหมดเท่ากบัจ านวนค่าคงตัวที่ต้องการ 
หา  แทนค่า x แต่ละค่าลงในสมการ (2)   จะได้จ านวนสมการเท่ากบัจ านวนค่าคงตัว แล้วแก้สมการหาค่า
คงตัวออกมา   

หรือ           วิธีท่ี 2  โดยการเทียบสมัประสิทธ์ิของ  x  ซึ่งมกี าลงัเท่ากัน  ให้มีค่าเท่ากัน
ก็จะได้จ านวนสมการเท่ากับจ านวนค่าคงตัว แล้วด าเนินการแก้สมการหาค่า  A , B , C , … , K   

หรืออาจจะใช้ทั้งวิธีที่  1  และวิธีที่ 2  ในการหาค่า A , B , C , … , K   ร่วมกันก็ได้  

  ขั้นตอนท่ี  3  น าค่า  A , B , C , … , K   ที่หาได้แทนลงในสมการ (1)  แล้วด าเนินการ
เพื่อหาค่าการอินทเิกรตต่อไป   
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ตัวอย่างท่ี  35  จงหา   


dx
6x5x

x
2

 

วิธีท า   เพราะว่า        
)3x)(2x(

x
    

6x5x

x
2 




 

จะได้ว่า         
)3x(

B

)2x(

A
    

)3x)(2x(

x








 

นั่นคือ            )2x(B)3x(A    x   

หาค่า  A , B  โดยการแทนค่า  x  ดังนี ้

ให้  2    x     จะได้ A    2   2    A     
ให้  3    x      จะได้    B    3    3    B     

ดังนั้น      


dx
6x5x

x
2

     






dx

)3x(

3

)2x(

2
 

   






dx

)3x(

3
dx

)2x(

2
 

   c|3x|ln3|2x|ln2   

   c
)2x(

)3x(
ln

2

3





            

ตัวอย่างท่ี  36  จงหา   



dx

3x2x

3x5
2

 

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

   กรณีท่ี 2  เมื่อตัวประกอบแต่ละตัวของ  g(x)  มีก าลังสูงสุดเป็น 1 แต่มีตัวประกอบ 
ซ้ ากันบางตัว อาทเิช่น 

                                             
)cx()bx)(ax(

)x(f
    

)x(g

)x(f
32 

  

เราสามารถจัดรปูฟังก์ชันตรรกยะแท้นี้ให้อยู่ในรูปเศษส่วนย่อยได้โดยสมมติให ้

32232 )cx(

F

)cx(

E

)cx(

D

)bx(

C

)bx(

B

)ax(

A
    

)cx()bx)(ax(

)x(f




















 

เมื่อ  A , B , C , … , F   เป็นค่าคงตัว 

 หรือกล่าวโดยทั่วไปแล้ว  ทุกๆ ตัวประกอบของ g(x)  ซึ่งเขียนอยู่ในรูป k)bax(   เมื่อ  k  เป็น
จ านวนเต็มบวก  จะไดเ้ศษส่วนย่อยเป็นจ านวน  k  เทอมด้วยกัน  ส าหรบัแต่ละตัวประกอบเหล่าน้ัน  และ
เศษส่วนย่อยเหล่าน้ันจะสามารถเขียนอยู่ในรูปดงัต่อไปนี ้

k
k

3
3

2
21

)bax(

A
...

)bax(

A

)bax(

A

)bax(

A











 

 เมื่อ  k  , ... , 3 , 2 , 1    i  ,   A i    เป็นค่าคงตัว  แล้วด าเนินการหาค่าคงตัวเหล่านั้น  เพ่ือหา
ค่าอินทิเกรตต่อไปเหมือนกับกรณีท่ี  1   
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ตัวอย่างท่ี  37  จงหา   



dx

)2x(

7x6
2

 

วิธีท า  จะได้ว่า                  
22 )2x(

B

)2x(

A
    

)2x(

7x6










 

นั่นคือ                B)2x(A    7x6   
BA2Ax    

โดยการเทียบสัมประสิทธ์ิ  x  จะได้ว่า 

     6    A    ---(1) 
                                        7   BA2    ---(2) 

แก้สมการจะได้     5    B  ,  6   A   

ดังนั้น         



dx

)2x(

7x6
2

     






dx

)2x(

5

)2x(

6
2

 

               





dx
)2x(

5
dx

)2x(

6
2

 

               





 1

)2x(d

)2x(

5
dx

)2x(

6
2

 

                


 )2x(d)2x(5dx
)2x(

6 2             

               c)2x(5|2x|ln6 1               

               c
2x

5
|2x|ln6 


             

ตัวอย่างท่ี  38  จงหา   



dx

xx2x

1x2
23

 

_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

              กรณีท่ี 3  เมื่อตัวประกอบแตล่ะตัวของ  g(x)   มีก าลงัสงูสุดเป็น  2  เช่น  

)cbxax( 2   เป็นตัวประกอบและมซี้ ากันอยู่  k  ตัว เมื่อ  k  เป็นจ านวนเต็มบวก  จะไดเ้ศษส่วนย่อย
จ านวน  k  เทอมด้วยกัน  ส าหรับแต่ละตัวประกอบเหล่าน้ัน และเศษส่วนย่อยเหล่าน้ันสามารถเขียนอยู่ใน
รูปดังต่อไปนี ้

k2
kk

32
33

22
22

2
11

)cbxax(

BxA
...

)cbxax(

BxA

)cbxax(

BxA

)cbxax(

BxA



















 

           เมื่อ  k  , ... , 3 , 2 , 1    i  ,  B , A ii    เป็นค่าคงตัว  แล้วด าเนินการหาค่าคงตัวเหล่านั้น  เพ่ือ
หาค่าอินทิเกรตต่อไปเหมือนกับกรณีท่ี  1   
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ตัวอย่างท่ี  39  จงหา   



dx

)1x)(1x(

4x2
22

 

วิธีท า  จะได้ว่า            
2222 )1x(

D

)1x(

C

)1x(

BAx
    

)1x)(1x(

4x2















 

นั่นคือ     )1x(D)1x)(1x(C)1x(B)(Ax    42x 222           

                        
23 x)DCBA2(xC)(A    

)DCB(x)CB2A(   

โดยการเทียบสัมประสิทธ์ิ  x  จะได้ว่า 

             0   C A    ---(1) 
                       0   DCBA2    ---(2) 
                                2   CB2A    ---(3)         
                                 4   DCB    ---(4)      

   แก้สมการจะได้     1    D  ,  2  C  ,  1    B  ,  2   A   

ดังนั้น  



dx

)1x)(1x(

4x2
22

     











dx

)1x(

1

)1x(

2

)1x(

1x2
22

 

                   











dx

)1x(

1
dx

)1x(

2
dx

)1x(

1x2
22

 

                   





dx
)1x(

1
dx

)1x(

x2
22

 

               






 dx

)1x(

1
dx

)1x(

2
2

 

                   |1x|ln2)xarctan(|1x|ln2 2              

        c
)1x(

1
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ตัวอย่างท่ี  40  จงหา   



dx

xx4x4

2x
35

2
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แบบฝึกหัดท่ี 2.5  
 

1.  จงหาอินทกิรลัต่อไปนี ้

 1.1 



dx

)3x)(2x)(1x(

2x5x2
   1.2 




dx

)1x()1x(

x2x4
22

2
 

 1.3 



dx

x3x2x

3xx3x2x
23

234
  1.4 


dx

)1x(

x
22

 

 1.5 



dx

)4x(

4xx2
22

23
   1.6 




dx

xx

x4x
3

23
 

 1.7 


dx
6ee

e
xx2

x
   1.8 


dx

))x(cos1)(xcos(

)xsin(
2

 

 1.9 



dx

xx

4x
2

    1.10 


dx
6)xsin()x(sin

)xcos(
2

 

 
2. จงหาค่าของอินทิกรัลจ ากัดเขตต่อไปนี ้

 2.1  


1

0
2x1

dx
     2.2 



6

2
2

3
dx

1x2x

x
 

 2.3 
 


0

1
22

2
dx

)1x(

1x2x
   2.4 

 


1

1
2

4
dx

1x

x2x
 

 2.5 


 


1

2
22

dx
)1x)(1x(

2x2
   2.6 



3

1
3

2
dx

xx

4xx3
 

 2.7 
 

2

1
23

2
dx

x4x4x

4x3x
   2.8 



2

1
32

2
dx

)1x(x

1x6
 

 2.9 


6

4
2

2
dx

)7x2(

x
    2.10 

 

0

3
22

4
dx

)9x(x

81x
 

 
 


