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บทท่ี  1 
การอินทิเกรตเบื้องต้น 

 
ในหัวข้อเรื่องอนุพันธ์   เราสามารถหาความความชันของเสน้สัมผัสเส้นโค้ง โดยการหาอนุพันธ์ของ

สมการเส้นโค้ง  y   f(x)  ในทางกลับกัน  ถ้าเราทราบความชันของเส้นสัมผสัเส้นโค้ง  คือ  m     
dx

dy
  

แล้วเราจะสามารถหาสมการเส้นโค้งได้อย่างไร   

สมมติให้สมการเส้นโค้ง  y   f(x)  มีอนุพันธ์คือ 2/ x3    )x(f    แล้วฟังก์ชันน้ันคืออะไร     

นั่นคือต้องการถามหาฟังก์ชันอะไรทีม่ีอนุพันธ์เท่ากับ  2x3  ซึ่งจะเห็นไดว่้าค าตอบคือ  f(x)    3x   

แตถ่ามต่อว่ามีค าตอบอื่นอีกหรือไม่  ค าตอบคือมีและมเีป็นจ านวนอนันต์  อาทิ  f(x)    3x + 1  

หรือ  f(x)    3x - 3  หรอือื่นๆ  อีกจ านวนอนันต์   จึงสรปุได้ว่าฟังก์ชันที่มีอนพุันธ์เท่ากบั  2x3   

สามารถเขียนอยู่ในรปูของ  f(x)   3x + c  เมื่อ  c  เป็นค่าคงตัวใดๆ   

   ดังนั้น  วิธีการหาฟังก์ชัน  f(x)  เมื่อก าหนด )x(f /   มาให้เรียกว่า  การอินทิเกรต 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          
การอนิทิเกรตไม่จ ากดัเขต 

 ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงกระบวนการหาฟงัก์ชันจากค่าเริ่มต้นทีเ่ป็นฟงัก์ชันอนุพันธ์  นั่นคือการหา
ฟังก์ชันอนุพันธ์ย้อนกลับ  ซึ่งเราเรียกว่าการอินทเิกรตหรือปฏิยานุพันธ์นั่นเอง 

บทนิยามท่ี  1.1 

ก าหนดให้  f  เป็นฟังก์ชันค่าจรงิ  ซึ่งมีค่าบนช่วง  I  เราเรียก  F  ว่าเป็นการอินทิเกรตของ f   

ถ้า    f(x)  )x(F /    ส าหรับทุกค่า  I    x    

 ทฤษฎีบทท่ี  1.1   

 ถ้า  F  เป็นการอินทิเกรตของ  f  บนช่วง  I  แล้ว  G  เป็นการอินทิเกรตของ  f  บนช่วง  I         
ก็ต่อเมื่อ  cF(x)    )x(G    ส าหรบัทกุค่า  I    x    เมื่อ  c  เป็นค่าคงตัวใดๆ 

 พิสูจน์  () 

ถ้า  cF(x)    )x(G    และ    f(x)  )x(F /   เมื่อ  c  เป็นค่าคงตัวใดๆ 

  จะได้ว่า    f(x)  0(x)F    )cF(x)(
dx

d
    )x(G //   
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  () 

  สมมติให้  G  เป็นการอินทิเกรตของ  f    
และ  F(x)G(x)    )x(H    ส าหรับทุกค่า  a , b  (a < b)  ซึ่ง  H  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง

บนช่วง  [a , b]  และสามารถหาอนุพันธ์ได้บนช่วง  (a , b)   

จะได้ว่า  
ab

)a(HH(b)
    )c(H/




   ส าหรบับางค่า  b) , (a    c   

แต่  0    )c(H/    จึงได้ว่า   )a(H     H(b)   
เนื่องจาก  a  และ  b  เป็นจุดบนช่วง  จะได้ว่า  H  เป็นฟังก์ชันค่าคงตัว  c   
ดังนั้น  c    F(x)G(x)     
สรปุได้ว่า  cF(x)    )x(G   

 
 หลักการเบ้ืองต้นของการอินทิเกรตไม่จ ากัดเขต 

  จงพจิารณาการแก้ปญัหาสมการเชิงอนุพันธ์    f(x)  
dx

dy
  

  จาก    f(x)  
dx

dy
   สามารถเขียนอยู่ในรปูของ    f(x)dx  dy   

  การด าเนินการหาค าตอบของสมการดังกล่าว  เรียกว่าการอินทิเกรต  หรือเรียกว่า   
การอินทิเกรตไม่จ ากัดเขต ของ  f  เทียบกบั  x ซึ่งเขียนแทนด้วยสัญลกัษณ์    

และค าตอบทั่วไป  เขียนแทนด้วยสญัลักษณ์  cF(x)    dx)x(f      y    

โดยเรียก  f  ว่า อินทิแกรนด์    
            x  ว่า ตัวแปรของการอินทิเกรต   
            c  แทนค่าคงตัวใดๆ  ของการอินทเิกรต 

           F(x)  แทนการอินทิเกรตของ  f    

กฎพ้ืนฐานของการอินทิเกรต 

 บทกลับของการอินทิเกรตกบัอนุพันธ์  สามารถเขียนได้หลากหลาย  ในที่นี้ขอนิยามกฎ
ดังนี ้

cF(x)    dx)x(F /      เรียกการอินทิเกรตน้ีว่าเป็นบทกลบัของอนุพันธ์ 

อย่างไรก็ตาม   

ถ้า  cF(x)    dx)x(f     แล้ว      f(x)  dx)x(f
dx

d
  เรียกอนุพันธ์นี้ว่าเป็นบท 

กลับของการอินทเิกรต 
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ตัวอย่างท่ี  1  จงหา  dx3  
วิธีท า จะได้ว่า          c3x    dx3        

เนื่องจาก  3    c)(3x
dx

d
                         

นั่นคือ  3x + c  เป็นฟังก์ชันอนุพันธ์กลับของ  3 
 และ    c    เป็นค่าคงตัว 

ตัวอย่างท่ี  2  จงหา  xdx2  

วิธีท า จะได้ว่า          c  x  xdx2 2        

เนื่องจาก  x2    c)(x
dx

d 2                          

นั่นคือ  2x   เป็นฟังก์ชันอนุพันธ์กลับของ  2x 
 และ    c    เป็นค่าคงตัว 

ตัวอย่างท่ี  3  จงหา   dxx4 2  
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  4  จงหา   dxx7 6  
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  5  จงหา   dxx11 5  
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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จากตัวอย่างที่  2 - 5  ข้างต้นสามารถสรุปได้ว่า 

     
1n

X
     )x(F

1n






  เมื่อ  n  เป็นจ านวนตรรกยะและ 1    n   

จะได้ว้า   n

1n

1n
/ x    

x

dx

d
    )x(F 




















เมื่อ  n  เป็นจ านวนตรรกยะและ 1    n   

ดังนั้น       
1n

X
     )x(F

1n






 เป็นปฏิยานุพันธ์ของ nx    ซึ่งท าให้ได้ว่า 

                    c
1n

x
      dxx

1n
n 






   เมื่อ  n  เป็นจ านวนตรรกยะและ 1    n   

 กฎของการอินทิเกรตไม่จ ากัดเขต 

  ในห้วข้อนี้จะกล่าวถึงกฎของการอินทเิกรตไมจ่ าเขตที่ใช้เป็นพื้นฐานของการอินทิเกรตใน
ระดับสูงต่อไป  ดังต่อไปนี้ 

 บทนิยามท่ี  1.2 

 ก าหนดให้  f  เป็นฟังก์ชันค่าจรงิ  ซึ่งมีค่าบนช่วง  I  และ  c  เป็นค่าคงตัวใดๆ  จะได้ว่า 

1. c
1n

x
      dxx

1n
n 






    เมื่อ  n  เป็นจ านวนตรรกยะและ 1    n     

2. c  x  dx 1        dx    

ตัวอย่างท่ี  6  จงหาค่าของ  dx 
x

1
  

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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ตัวอย่างท่ี  7  จงหาค่าของ  dx
23

 
)1x(

)7x4)(1x(





 

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

หมายเหต ุ จากตัวอย่างที่  7  การอินทิเกรตแต่ละเทอมจะให้ค่าคงตัวออกมาซึง่  ณ  ตัวอย่างนี้มีอยู่   
              5  ค่าด้วยกัน  คือ  54321 c  , c  , c  , c  , c   ดังนั้นเพื่อความสะดวก  และใหง้่ายข้ึน   
              จึงรวมค่าคงตัวทั้ง  5  ค่าน้ีเป็นค่าคงตัวเพียงค่าเดียว  ดังนี้   

54321 ccc c  c    c   

ข้อตกลง  ตั้งแต่ตัวอย่างที่  8  จะขอใช้ค่าคงที่  c  เพียงค่าเดียวเท่านั้น 

ตัวอย่างท่ี  8  จงหาค่าของ  dx43  )x5x(x   
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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ตัวอย่างท่ี  9   จงหาสมการของเส้นโค้งทีม่ีความชันที่จุด  (x , y)  เป็น  2x4   และผ่านจุด (2 , -1)   
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  10   จงหาสมการของเส้นโค้งบนระนาบ  xy  ซึ่งผ่านจุด (1 , 4)  และมีความชันของเส้น 

           สัมผัสเส้นโค้งที่จุด (x , y)  ใดๆ  เป็น  3)1x2(   
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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แบบฝึกหัดท่ี 1.1 
 

1. จงหาอินทิกรลัไมจ่ ากัดเขตต่อไปนี ้

 1.1     dx)1x(     1.2     dx)x75(  

 1.3     dx)1x10x2( 2    1.4    







 dx

x

1
x2x8

3
3  

 1.5     dx)x32(x     1.6     dx)4x(x3  

 1.7    







 dx

x2

1
x8

2
3    1.8     dx)x21(x 22  

 1.9   


dx
x

1x
    1.10   


dx

x

xxx
2

 

2.  จงใช้อนุพันธ์ตรวจสอบว่า  c 
3

)1x7(
    dx)1x7(

3
2 


  

3.  จงหาสมการเส้นโค้ง (x)f    y   บนระนาบ  xy  ที่ผ่านจุด  (9 , 2)  ซึ่งมีความชันเส้นสมัผสั 

    เส้นโค้งเท่ากับ  2)x2(1  

4.  จงหาสมการเส้นโค้งทีม่ีคุณสมบัติตังนี ้

 4.1  8    
dx

yd
2

2
  

 4.2  เส้นโค้งผ่านจุด  (2 , 0)  และเส้นสมัผสัขนานกับแกน  y 

5.  จากข้อ  4  จะมีสมการเส้นโค้งตามคุณสมบัติเหล่าน้ีเป็นจ านวนเท่าใด 
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 a = x0 xk xn = b

y = f(x)

0

y

x

การค านวณหาค่าการอนิทิเกรตโดยใช้ลิมิตของผลบวก หรอืการอนิทิเกรตจ ากดัเขต 

ในเรื่องนีจ้ะเป็นการศึกษาถึงทีม่าของการอินทกิรลัจ ากัดเขจ  ที่ได้มาจากการประยุกต์ในการหา
พื้นที่ระหว่างเส้นโค้งกับแกน  x  โดยจะเริม่จากการพจิารณาฟังก์ชัน  f  ซึ่งเป็นฟงัก์ชันต่อเนื่องและ  

0    )x(f   บน [a , b]  ดังรูปที่  1.1 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี  1.1 

เราจะหาพื้นที่ระหว่างเส้นโค้ง  y   f(x)  กับแกน  x  บน  [a , b]   โดยแบ่งช่วง [a , b]  
ออกเป็น  n  ช่วงย่อยดังนี้  

] x, x[ , , ... , ] x, x[ , , ... , ] x, x[ , ] x, x[ n1nk1k2110   

โดยที่  bx ...   x   x a  x n210    

 ให้  }x, ...  ,  x,  x, x{  P n321   ซึ่งเรียกว่า  ผลแบ่งกั้น  ของช่วง  [a , b] 
ผลแบ่งกั้น  P  จะให้ช่วงย่อยปิด  n  ช่วง  เราจะใช้  ] x, x[ k1k  เป็นตัวแทนของช่วงย่อยเหล่า

ดังกล่าว  โดยค่า  k  มีค่าตั้งแต่  1  ถึง  n  และเรียก  ] x, x[ k1k  ว่าช่วงย่อยที่  k  ของ  P 

          ให้  1-kkk x  x  x    เป็นความยาวของช่วงย่อยที่  k  
                  kC เป็นจุดใดๆ  ใน ] x, x[ k1k    

เนื่องจาก  f  เป็นฟังก์ชันทีม่ีความต่อเนื่องบนช่วง  [a , b]  
ดังนั้น  )C(f k  มีค่า  ทุกๆ  ค่า  k     1 , 2 , 3 , … , n 
 

      สร้างรูปสีเ่หลี่ยมผืนผ้าบนช่วงย่อยที่  k  ซึ่งมีความยาวเท่ากบั  kx   และมีความสูงเท่ากับ 
)C(f k   

จะได้พื้นทีส่ี่เหลี่ยมผืนผ้าบนช่วงย่อยที่ k คือ kk x)C(f   ซึ่งมีช่วงย่อยทั้งหมด  n  ช่วง 
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ให้  PS   แทนผลบวกของพื้นที่สีเ่หลี่ยมผืนผ้าทั้ง n ช่วงย่อย   
จึงได้ว่า    nnkk2211P x)C(f...x)C(f...x)C(fx)C(f    S   

  



n

1k
kkP x)C(f    S      

จะเห็นว่าผลบวกของ  PS   ข้ึนอยู่กับผลบวกแบ่งกั้น  P  และค่าของจุด kC  และเราเรียก PS   
ว่า ผลบวกรีมันน์  ส าหรับ  f  บน  [a , b] 

                      ถ้า  P

0|P|
 n

Slim




   หรือ  






n

1k
kk

0|P|
 n

x)C(flim   

    ถ้าค่า  PS   มีค่าไม่ขึ้นกับผลแบง่กั้น  P  กับจุด  kC   ในช่วงย่อยที่  k , k     1 , 2 , 3 , … , n 
เราเรียกลิมิตนี้ว่า พ้ืนท่ีของอาณาบริเวณระหว่างเส้นโค้ง  y   f(x)  กับแกน  x  บน  [a , b]    
      และเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ 

                         








b

a

n

1k
kk

0|P|
 n

P

0|P|
 n

f(x)dx    x)C(flim    Slim        

ตัวอย่างท่ี  11   จงหาผลบวกรมีันน์ส าหรบัฟงัก์ชัน  3  x (x)f   บนช่วง  [0 , 2]   ซึ่งเกิดจาก  

1)  ผลแบง่กั้น  P   






 2 , 

2

3
 , 1 , 0  และเลอืกจุด  kC  เป็นจุดทางขวาสุดของช่วงย่อยที ่ k 

วิธีท า  จากโจทย์ให้   2    x,  
2

3
      x,  1      x,  0  x 3210    

จะได้ว่า      
2

1
    x  ,  

2

1
    x  ,  1    x-  xx 32011   

     และ            2  C  ,  
2

3
    C  ,  1    C 321   

ดังนั้น          332211P x)C(fx)C(fx)C(f    S         




























2

1
)2(f

2

1

2

3
f)1()1(f               



























2

1
)2(

2

1

2

3
)1(1)(  3

3
3  

4
16

27
1    

16

107
    .696    
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2)  ผลแบ่งกั้น  P   






 2 , 

3

4
 , 1 ,  

2

1
 , 0  และเลือกจุด kC  เป็นจุดทางซ้ายสุดของช่วงย่อยที ่ k 

วิธีท า  จากโจทย์ให้   2    x,  
3

4
    x,  1      x,  

2

1
      x,  0  x 43210    

จะได้ว่า      
3

2
    x  ,  

3

1
    x  ,  

2

1
    x  ,  

2

1
  x 4321   

     และ            
3

4
  C  ,  1  C  ,  

2

1
    C  ,  0    C 4321   

ดังนั้น          44332211P x)C(fx)C(fx)C(fx)C(f    S         




















































3

2

3

4
f

3

1
)1(f

2

1

2

1
f

2

1
)0(f               






















































3

2

3

4

3

1
)1(

2

1

2

1

2

1
)0(  

3
3

3
3  

81

128

3

1

16

1
0    .981    

ตัวอย่างท่ี  12   จงหาผลบวกรีมันนส์ าหรับฟงัก์ชัน 3  x (x)f   บนช่วง  [0 , 2]  ซึ่งเกิดจากการ 
                     แบ่งช่วง  [0 , 2]  ออกเป็น  n  ช่วงย่อยเท่าๆ  กัน  และเลือก kC เป็นจุดกึ่งกลาง 

      ของช่วงย่อยที่  k 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  13   จงหาค่าของ  
1

2-
dxx 2   โดยใช้บทนิยามของผลบวกรีมันน ์

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 



 

 
 

บทท่ี  1  การอินทิเกรตเบื้องต้น 

12 
เอกสารประกอบการเรียนรายวิชา 1142403 แคลคูลัส 2 

โดยผู้ช่วยศาสตราจารย์เกษสุดา บูรณพันศักดิ์ 

 

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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แบบฝึกหัดท่ี 1.2 
 

1.  จงหาผลบวกรีมันท์ส าหรบัฟังก์ชัน 2x1   (x)f   บนช่วง  [0 , 1]  โดยที่ 

1.1   ผลแบ่งกั้น  P   






 1 , 

2

1
 ,  

4

1
 , 0  และเลือกจุด  kC  เป็นจุดทางซ้ายสุด 

       ของช่วงย่อยที่  k 

1.2   ผลแบ่งกั้น  P   






 1 , 

2

1
 ,  

4

1
 , 0  และเลือกจุด  kC  เป็นจุดทางขวาสุด 

  ของช่วงย่อยที่  k 
1.3   โดยการแบ่งช่วง  [0 , 1]  ออกเป็น  n  ช่วงย่อยเท่าๆ  กัน  และเลือกจุด  kC  

  เป็นจุดกึ่งกลางของช่วงย่อยที ่ k 

2.  จงหาผลบวกรีมันทส์ าหรบัฟังก์ชัน 2x3   (x)f   โดยแบ่งช่วง  [0 , 1]  ออกเป็น  n  ช่วงย่อย      
     เท่าๆ  กัน  และเลือก kC เป็นจุดกึง่กลางของช่วงย่อยที่  k 

3.  จงหาค่าการอินทิเกรตของฟังก์ชันต่อไปนี้  โดยใช้ผลบวกรีมันทท์ี่แบง่ช่วง  [a , b]  ออกเป็น  n  ช่วง 
    ย่อยเท่าๆ  กัน และ kC เป็นจุดกึ่งกลางของช่วงย่อยที่  k 

 3.1  
2

1

dx x     3.2   
1

0

2 dx )x1(  

 3.3   
3

3/2

dx )3x2(    3.4   
4

1-

dx )3x2(  

 3.5   
2

1

2 dx )1x(    3.6   
2

2-

3 dx )3x2(  
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กฎการอินทิเกรตจ ากัดเขต 

  ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงกฎการอินทิเกรตจ าเขตที่ใช้เป็นพื้นฐานของการอินทิเกรตในระดับสูง
ต่อไป  ดังต่อไปนี้ 

บทนิยามท่ี  1.3   

ถ้า  f  อินทิเกรตได้บนช่วง  [a , b]  จะได้ว่า 

1. 0    dx)x(f
c

c
    ส าหรับทกุค่า b] , a[    c    

       2.    
b

a

a

b
dx)x(f    dx)x(f   

ทฤษฎีบทท่ี  1.2    

ถ้า  f  และ  g  เป็นฟังก์ชันที่อินทเิกรตไดบ้นช่วง   [a , b]  และ  k  เป็นค่าคงตัวใดๆ  จะได้ว่า 

  1.  )ab(k     dx k
b

a

  

   2.   
b

a

b

a
dx)x(fk     dx)x(kf  

3.    
b

a

b

a

b

a

dx)x(g      dx)x(f      dx)]x(g)x(f[  

4.    
b

a

b

a

b

a

dx)x(g      dx)x(f      dx)]x(g)x(f[  

5.   
b

c

c

a

b

a
dx)x(fdx)x(f     dx)x(kf   เมื่อ   b] , a[    c   

6.   ถ้า  0    )x(f   เมื่อ  b] , a[    x     จะได้ว่า   0dx)x(f
b

a
   

7.   ถ้า  g(x)    )x(f   เมื่อ  b] , a[    x   จะได้ว่า    
b

a

b

a

dx)x(g    dx)x(f   
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8.   ถ้า  N   f(x)  n   เมื่อ  b] , a[    x    จะได้ว่า   a)(bN  dx)x(f    a)(bn
b

a

    

 พิสูจน์  (3)  จาก        x)]x(g)x(f[lim     dx)]x(g)x(f[
n

1k
kkk

 n

b

a



  

  x)x(gx)x(flim  
n

1k
kk

n

1k
kk

 n 












 


 





n

1k
kk

 n

n

1k
kk

 n
x)x(glimx)x(flim  

  
b

a

b

a

dx)x(gdx)x(f   

 พิสูจน์  (1 – 2  , 4 – 8  ท าเป็นแบบฝกึหัด) 

ตัวอย่างท่ี  14  จงใช้ทฤษฎีบทที่  1.2  ข้อ  3 และ 4  หาค่าของ  dx)x23(
2

0

3
    

วิธีท า จะได้ว่า        dx)x23(
2

0

3
   dx x2dx 3   

2

0

3
2

0
   

                                                 dx x2dx 3   
2

0

3
2

0
   

 จากทฤษฎีบทที่  1.2  ข้อ  2   จะได้     

           6    0)(23     dx 3
2

0

  

 และจากตัวอย่างที่  12  ได้ว่า   

                                                      4     dx x
2

0

3   

 ดังนั้น         dx)x23(
2

0

3
   10    46     
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ตัวอย่างท่ี  15  ก าหนดให้  10    dx )x(g  ,  3    dx )x(f  ,  7    dx )x(f
2

2

5

2

2

2

 


   จงหา 

1)  dx )x(f
2

5
   2)  dx )]x(g3)x(f5[

2

2



  3)  dx )x(f
5

2



 

วิธีท า 1)  จะได้ว่า        dx )x(f
2

5
   3    dx )x(f   

5

2

   

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  16  จงใช้ทฤษฎีบทที่  1.2  ข้อ  5  หาค่าของ  dx|x|
1

1



 

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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 b a x

y

0

y = f(x)

x c

ทฤษฎีบทหลกัมูลของแคลคลูัส 

        จงพิจารณาฟังก์ชัน  f  ซึ่งมีความต่อเนื่องบนช่วง [a , b] ดังรูปที่  1.2 
 
 
 
 


x

c
dt)t(f  

 

รูปท่ี  1.2 

           ให้  b] , a[    c    เป็นค่าคงตัว  และ b] , a[    x     จะเห็นว่า 
x

c
dt)t(f   เป็นพื้นที่ระหว่างเส้น

โค้ง    f(t)  y    กับแกน  t  จาก  c    t    ถึง  c    t    ซึ่งค่าที่ออกมาข้ึนอยู่กบัค่า x 

           ถ้าให้  
x

c
dt)t(f    )x(F   จะไดว่้า  F  เป็นฟังก์ชันค่าจริงซึง่มีค่าบนช่วง [a , b] 

ทฤษฎีบทท่ี  1.3  (ทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีหน่ึงของแคลคูลัส) 

ก าหนดให้  f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [a , b] และ  c  เป็นค่าคงตัวในช่วง  [a , b]  จะได้ว่า    


x

c

dt)t(f     )x(F    เมื่อ  b] , a[    x  ,  c    ซึ่ง  F  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง [a , b]  และมีอนุพันธ์

บนช่วง  (a , b)  และ  )X(f)x(F /    

พิสูจน์ ถ้า  b] , a[    h  x,  x    จะได้ว่า 

  
 x

c

hx

c

dt)t(fdt)t(f      )x(F )hx(F  

    















 x

c

hx

x

x

c

dt)t(fdt)t(fdt)t(f     (จาก ทบ.  4.1  ข้อ  5)  

   



hx

x

dt)t(f    
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 ส าหรับ  0    h    จะได้ว่า   





hx

x

dt)t(f
h

1
   

h

)x(F )hx(F
 

 สมมติให้  h > 0   และ  f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง h] x, x[   
 และให้    h] x, x[    v  ,  u     จะได้ว่า  n    (u)f    และ  N    (v)f    เมื่อ  N  ,  n   เป็น
ค่าต่ าสุดและค่าสงูสุดสัมบูรณ์ของ  f  บนช่วง  h] x, x[     

 จากทฤษฎีบทที่  1.2  ข้อ  8  จะได้ว่ามี    Nh    dt)t(f    nh
hx

x

 


 

 ดังนั้น    h(v)f     dt)t(f    h)u(f
hx

x

 


 

 เมื่อ  h > 0   ท าให้ได้ว่า  (v)f     dt)t(f
h

1
    )u(f

hx

x

 


 

(v)f   
h

)x(F )hx(F
    )u(f 


  

 ส าหรับกรณีที่   h < 0    
สมมติให้  0    h    แล้ว    x  u    และ  h  x  v    ดังนั้น  u , v  เป็นค่าระหว่าง  x  

กับ  x + h  จะได้ว่า 
  f(x)  )u(flim     )u(flim

xu0h



 

 และ      f(x)  )v(flim     )v(flim
hxv0h




 

 เนื่องจาก  f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องที่  x  สามารถสรปุได้ว่า 

      (x)f    
h

)x(F )hx(F
lim     (x)F

0h

/ 





 

 ดังนั้น  ถ้า  b , a     x    และ  F  ต่อเนื่องบนช่วง  [a , b]   

 จะได้ว่า           (x)f     dt)t(f
dx

d x

c

       
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ตัวอย่างท่ี  17   ให้   

2x

c
dt t2    )x(F   จงหา )x(F /  

วิธีท า   ให้     
x

c
dt t2    )x(P   ดังนั้น   )(xP    )x(F 2  

   โดยทฤษฎีบทหลักมลูบททีห่นึ่งของแคลคูลสั  จะได้ว่า 

                x2    )x(P/   

โดยกฎลูกโซ่จะได้ว่า  22/ x      u,       )u(P
dx

d
      )x(P

dx

d
      )x(F   

          ดังนั้น  )x2)(u(P      
dx

du
)u(P

dx

d
      )x(F //    )x2(u2     2x2x2     

ทฤษฎีบทท่ี  1.4 

        ถ้า  f  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่องบนช่วง  [a , b]  และ  u  เป็นฟงัก์ชันที่มีอนุพันธ์บนช่วง  [a , b]    
จะได้ว่า 

                
dx

du
   f(u)  dt)t(f

dx

d
      )x(F      )x(f

u

c

/ 













            

         พิสูจน์ ให้    
u

c
dt)t(f      )u(F  

โดยทฤษฎีบทหลักมลูบททีห่นึ่งของแคลคูลสั  จะได้ว่า 

                           f(u)  dt)t(f
dx

d
      F(u)

dx

d
      )x(F 

u

c

/ 













   

         ดังนั้น  F(u)
dx

d
     dt)t(f

dx

d u

c















  

                                         
dx

du
   f(u)       จากกฎลูกโซ ่                  
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ตัวอย่างท่ี  18   จงหาค่าของ   


3

0 t1

dt

dx

d
 

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  19   จงหาค่าของ   0x   ,   
t1

dt

dx

d x2

x
2




  

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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แบบฝึกหัดท่ี 1.3 
 

1.  ก าหนดให้  5    dx )x(g  ,  8    dx )x(f  ,  6    dx )x(f
6

1

6

1

2

1

 


   จงหา 

1.1   dx )x(f
2

2
     1.2  dx )x(g

1

6



  

1.3  dx )x(f7
2

1



   1.4  dx )x(f
6

2
  

1.5  dx )]x(g)x(f[
6

1



    1.6  dx )]x(g3)x(f5[
6

1



  

2.  ก าหนดให้  2    dx )x(h
3

0

   จงหา  du )u(h
3

0
  

3.  ก าหนดให้  3    dt )t(f
0

3




  จงหา  dr
2

 )r(g0

3



 

4.  จงหาอนุพันธ์ของฟงัก์ชันต่อไปนี ้

4.1   dt )tcos(    y
x

0
   4.2  dt t5    y

)xcos(

1

3
   

4.3  dt 
t

1
    y

x

2
5    4.4  dt )t6sin(    y

0

x2
  

4.5  dt 
3x2

2
    y

0

)xtan(
3


   4.6  dt 1t    y

3x

x

5
   

4.7  dt sin(t)t    y
x

0
    4.8  dt)1t4(    y

2x

x



  

4.9  dt 
t3

t2
    y

x

x

3







   4.10 dt)1tsin(    y

x2x

2

2



  
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5.  จงหา  f(x)  ส าหรบัค่าคงตัว  c  ใดๆ  ที่ท าให้  dt f(t) 
x

c
  2xx   2   

6.  จงพจิารณาว่าข้อความต่อไปนี้ถูกหรือผิด  ถ้าผิดจงยกตัวอย่างประกอบ 

 6.1  dx f(x)g(x) 
b

a
   




























  dx g(x)dx f(x)   

b

a

b

a
 

 6.2  ถ้า  f  เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง  [a , b]  แล้วค่าต่ าสุดของ  f(x)  บนช่วง  [a , b]   คือ  f(a) 

 6.3  ค่าของ  dx f(x) 
b

a
   มีค่าเป็นบวกเท่าน้ัน 

 6.4  ค่าของ  dx )cos(x 
3

3

2
   มีค่าเท่ากับ  0 

7.  จงพิสจูน์ว่า   

7.1  dxx  
b

a
    

2

ab
   

22 
  

7.2 dx x 
b

a

2
   

3

ab
   

33 
  
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ทฤษฎีบทท่ี  1.5  (ทฤษฎีบทหลักมูลบทท่ีสองของแคลคูลัส) 

    ถ้า  f  เป็นฟังก์ชันทีม่ีความต่อเนื่องบนช่วง  [a , b]  และ  F  เป็นฟังก์ชันซึ่ง )x(f      )x(F /   
ส าหรับทกุค่า   b] , a[    x     จะได้ว่า   

 
b

a
)a(F)b(F      dx)x(f  

 พิสูจน์   ให้  
x

c

dt)t(f     g(x)    

นั่นคือ  )x(f      )x(g/       จะได้ว่า  c)x(g      )x(F     
ส าหรับ  b    x    a    ซึ่ง  f , F  เป็นฟงัก์ชันที่มีความต่อเนื่องบนช่วง  [a , b]  

ถ้าให้  a      x    จะได้ว่า  0    dt)t(f     g(a)
a

c

   

ดังนั้น       )c)a(g()c)b(g(      F(a)(b)F   







b

a

f(t)dt   

  g(b)   

  g(a)g(b)   

 

  ฉะนั้น  ถ้า  
b

a

dx)x(f     F(x)   จะได้ว่า    
b

a
)a(F)b(F      dx)x(f  

ตัวอย่างท่ี  20  ก าหนดให้  x    )x(f    จงหาค่าของ  dxx
4

1
   

วิธีท า จะได้ว่า        dxx
4

1
  dxx   

4

1

2/1
  

                                         

4  x

1  x

12/1
 

1
2
1

x
  

























  

                                          2/32/3 14
3

2
    
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                                                18
3

2
    

                                              
3

14
    

ตัวอย่างท่ี  21   จงหาค่าของ    
1

0

32 dx)1x(  

_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 

ตัวอย่างท่ี  22   จงหาค่าของ dx |x2x|
4

1

2



  

_________________________________________________________________________ 
_________________________________________________________________________ 
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_________________________________________________________________________ 
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การอนิทิเกรตฟังก์ชันอดศิัย 

 ณ  ที่นี้ฟังก์ชันอดิศัย  ได้แก่  ฟังก์ชันตรีโกณมิติ ฟังก์ชันตรโีกณมิติผกผัน  ฟังก์ชันลอการิทมึ  
ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล  ฟังก์ชันไฮเพอร์โบลิค   

 ในรายวิชาน้ีจะไม่ศึกษาเรื่องการอินทเิกรตของฟังก์ชันไฮเพอร์โบลิค 

การอินทิเกรตของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 

 ทฤษฎีบทท่ี  1.6 

 ถ้า  f  เป็นฟังก์ชันทีส่ามารถอินทิเกรตไดท้ี่  x  จะได้ว่า 

   1.   dx)xsin(    c)xcos(     

2.   dx)xcos(    c)xin(s     

3.   dx)x(sec2   c)x   tan(   

4.   dx)x(eccos 2   c)xcot(     
5.   dx)xtan()xsec(   c)xec(s     
6.   dx)xcot()x(eccos c)xec(sco     
7.   dx)xtan(    c|)xec(s|ln     
8.   dx)xcot(   c|)xsin(|nl     
9.   dx)xsec(    c|)xtan()xec(s|ln     
10.   dx)x(eccos   c|)xcot()xec(sco|ln     



 

 
 

บทท่ี  1  การอินทิเกรตเบื้องต้น 

26 
เอกสารประกอบการเรียนรายวิชา 1142403 แคลคูลัส 2 

โดยผู้ช่วยศาสตราจารย์เกษสุดา บูรณพันศักดิ์ 

 

พิสูจน์  (7) จาก       dx
)xcos(

)xsin(
      dx)xtan(  

          ให้     cos(x)    u   จะได้ว่า   sin(x)dx    du   

ดังนั้น   c|u|ln      )du(
u

1
      dx)xtan(    

     c|)xcos(|ln      

     c|)xcos(|ln    1    
     c|)xsec(|ln      

พิสูจน์  (1 - 6 , 8 – 10  ท าเป็นแบบฝึกหัด) 
 

นอกจากนี้  ถ้า  u   u(x)  เป็นฟังก์ชันทีห่าอนุพันธ์ได้ที่  x  จากกฎลกูโซ่ จะได้ว่า 

   1.   du)usin(    c)ucos(     

2.   du)ucos(    c)uin(s     

3.   du)u(sec2   c)u   tan(   

4.   du)u(eccos 2   c)ucot(     
5.   du)utan()usec(   c)uec(s     
6.   du)ucot()u(eccos c)uec(sco     
7.   du)utan(    c|)uec(s|ln     
8.   du)ucot(   c|)usin(|nl     
9.   du)usec(    c|)utan()uec(s|ln     
10.   du)u(eccos   c|)ucot()uec(sco|ln     

 
ตัวอย่างท่ี  23  จงหาค่าของ  dx )4x2cos(   

วิธีท า  ให้     cos(x)    u   จะได้ว่า   sin(x)dx    du   

ดังนั้น           
2

du
 )ucos(      dx )4x2cos(    

c)usin(
2

1
      

c)4x2sin(
2

1
      
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ตัวอย่างท่ี  24  จงหาค่าของ   dx )x2sin(x 2  

วิธีท า  ให้     2x2    u   จะได้ว่า   xdx4    du   

ดังนั้น              
x4

du
 )usin(x      dx )x2sin(x 2

   

c)ucos(
4

1
      

c)x2cos(
4

1
    2   

ตัวอย่างท่ี  25  จงหาค่าของ   dx
x

 )x2sec(
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ตัวอย่างท่ี  26  จงหาค่าของ   dx
)x(eccos

 )xcot(
2
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ตัวอย่างท่ี  27  จงหาค่าของ  


0
dx)x2tan()x2sec(  
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การอินทิเกรตของฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน 

 ทฤษฎีบทท่ี  1.7 

 ถ้า  f  เป็นฟังก์ชันทีส่ามารถอินทิเกรตได้ที่  x  จะได้ว่า 

1.  


dx 
x1

 1
2

   c)xarcsin(     

2.  


 dx 
x1

 1
2

   c)xarccos(     

3.  


dx 
x1

 1
2

   c)xarctan(     

4.  


 dx 
x1

 1
2

    c)xcot(arc     

5.  


dx 
1x|x|

 1
2

  c)xsec(arc     

6.  


 dx 
1x|x|

 1
2

  c)x(ecarccos     
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นอกจากนี้  ถ้า  u   u(x)  เป็นฟังก์ชันทีห่าอนุพันธ์ได้ที่  x  จากกฎลกูโซ่ จะได้ว่า 

1.  


du 
u1

 1
2

   c)uarcsin(     

2.  


 du 
u1

 1
2

   c)uarccos(     

3.  


du 
u1

 1
2

   c)uarctan(     

4.  


 du 
u1

 1
2

    c)ucot(arc     

5.  


du 
1u|u|

 1
2

  c)usec(arc     

6.  


 du 
1u|u|

 1
2

  c)u(ecarccos     

ตัวอย่างท่ี  28  จงหาค่าของ  


dx
x91

1
2

 

วิธีท า  ให้     x3    u      จะได้ว่า   dx3    du   

ดังนั้น             



 3

du

u1

1
      dx

x91

1
22

 

 c)uarcsin(
3

1
     

c)x3arcsin(
3

1
     

ตัวอย่างท่ี  29  จงหาค่าของ  



dx

x251

3
2
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ตัวอย่างท่ี  30  จงหาค่าของ  


21

0
2

dx
1x4|x2|

1
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การอินทิเกรตของฟังก์ชันตรีโกณมิติผกผัน 

 ทฤษฎีบทท่ี  1.8 

 ถ้า  f  เป็นฟังก์ชันทีส่ามารถอินทิเกรตได้ที ่ x  และ  ส าหรบัจ านวนจริงใดๆ  a > 0 และ  
a  1  จะไดว่้า 

1.  ce      dxe xx   

2.  c
aln

a
      dxa

x
x   

นอกจากนี้  ถ้า  u   u(x)  เป็นฟังก์ชันทีห่าอนุพันธ์ได้ที่  x  จากกฎลกูโซ่ จะได้ว่า 

1.  ce      due uu   

2.  c
)aln(

a
      dua

u
u   



 

 

บทท่ี  1  การอินทิเกรตเบื้องต้น  

31 
เอกสารประกอบการเรียนรายวิชา 1142403 แคลคูลัส 2 

โดยผู้ช่วยศาสตราจารย์เกษสุดา บูรณพันศักดิ์ 

ตัวอย่างท่ี  31  จงหาค่าของ   dxe4x  

วิธีท า  ให้     x4    u      จะได้ว่า   dx4    du   

ดังนั้น           
4

du
e      dxe u4x  

      ce
4

1
   u   

      ce
4

1
   x4   

ตัวอย่างท่ี  32  จงหาค่าของ   dxe3 5x-  
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ตัวอย่างท่ี  33  จงหาค่าของ   dx
7

2
6x-
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ตัวอย่างท่ี  34  จงหาค่าของ  


1

0
x2

x
dx

e1

e
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แบบฝึกหัดท่ี 1.4 
 

1.  จงหาค่าของการอินทเิกรตต่อไปนี ้

1.1   dx 4)2xx(
2

3

3



   1.2  dx 
x

35

0
4   

1.3  dx 2)1)(xx(
0

1

3



   1.4  dx 
x

)1x(3

2
5

2




 

1.5  dr 
1r2

rr32r1

0

23





  1.6  dt 

16t8t

10

4
2

 
 

2.  จงหาค่าของการอินทเิกรตต่อไปนี ้

2.1   dx ))xsin(1(
2/

0



   2.2  dx (x)5cosec
6/

0

2



  

2.3  dx )xtan()xsec(
4/3

4/





  2.4  dx e
)5ln(

)2ln(

3x
  

2.5  dr 
1r

21

0
2 


   2.6  dt 

t3

1
3

2

e

e
  

3.  จงหาค่าของการอินทเิกรตต่อไปนี ้

3.1   dx )xx(32
1

0

2
     3.2  dx (3x)5sec

3/

0

2



  

3.3  dx )x5cot()x5(eccos
2/3

2/





  3.4  dx ex
)5ln(

)1ln(

x2 3

  

3.5  dr 
1r9

r64/

3/
2

2




 
  3.6  dt 

4t3

67

3
2



 

 


