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การศึกษาการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู และระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิต 
ของนักเรียนตามแนวคิดทฤษฎี ของ van Hiele เรื่อง ทฤษฎีบทปทาโกรัส  

สําหรับนักเรยีนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 2 
 

A STUDY OF TEACHER’S USING SYSTEM OF EXTERNAL  

REPRESENTATIONS AND THE LEVEL OF STUDENTS ’ 

GEOMETRIC UNDERSTANDING BASED ON VAN HIELE’S THEORY 

ABOUT PYTHAGORAS THEORY FOR MATHAYOMSUKSA II  STUDENTS 
 

ฐิติพร มาตรโคกสูง   ดร.หลา ภวภตูานนท 
 มหาวิทยาลัยขอนแกน 

 

บทคัดยอ 
 การวิจยัคร้ังนีม้ีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู และระดับ
ความเขาใจเชงิเรขาคณิตของนักเรียนตามแนวคดิทฤษฎขีอง van Hiele เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส 
สําหรับนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 2 ซ่ึงประกอบดวย ผูวจิัย 1 คน ผูชวยวิจยั 4 คน กลุมเปาหมายคอื 
ครูสอนคณิตศาสตร ระดับมัธยมศึกษาปที่ 2  ภาคเรียนที่ 2  ปการศึกษา 2552  จํานวน 1 คน และ
นักเรียนในระดับมัธยมศึกษาปที่ 2 ที่ไดรับการสอนจากครูกลุมเปาหมาย ภาคเรยีนที่ 2 ปการศึกษา 
2552 จํานวน 3 คน โรงเรียนสาธิต(ศึกษาศาสตร) มหาวิทยาลัยขอนแกน โดยใชการเลือกแบบ
เจาะจง ในการวิจัยคร้ังนี้ผูวิจยัไดบนัทึกการจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส 
และทดสอบนกัเรียนภายหลังจากการจดักจิกรรมการเรียนรู พรอมทั้งสัมภาษณ และนํามาผลที่ไดมา
ใชในการวิเคราะหการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครูและระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของ
นักเรียน 

 การศึกษาครั้งนี้พบวา ระบบการนําเสนอภายนอกที่ครูใชในการจดักิจกรรมการเรียนรู เร่ือง
ทฤษฎีบทปทาโกรัส ไดแก การใชภาษา รูปภาพ สัญลักษณทางคณิตศาสตร และส่ือที่เปนรูปธรรม 
โดยครูใชภาษาในการอธิบายทฤษฎีบทของปทาโกรัส  ทฤษฎีบทกลับ  การประยกุต และโจทยที่ครู
เขียนลงบนกระดาน  ครูใชรูปภาพเพื่อชวยใหนกัเรียนเขาใจและเกิดจินตนาการในเรื่องที่ครูอธิบาย
ไดงายขึ้น วาดภาพในโจทยเรื่องการประยกุตลงบนกระดานเพื่อใหงายตอการทําความเขาใจ ครูใช
ส่ือรูปธรรมที่สรางขึ้นเองเพื่ออธิบายทฤษฎีบทปทาโกรัส  ใชสัญลักษณทางคณิตศาสตรในการแก
โจทยปญหา และจากผลการวิเคราะหการทําแบบทดสอบของนักเรียนกลุมเปาหมาย 3 คน พบวา 
นักเรียนมีระดบัความเขาใจเชิงเรขาคณิต ถึงระดับที่ 4  การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน 
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(Formal deduction) ตามทฤษฎีบทของ van Hiele  โดยนกัเรียนสามารถหารูปทั่วไปของทฤษฎีบทป
ทาโกรัส  สามารถพิสูจนดวยวิธีการที่หลากหลายและมีความเขาใจเกี่ยวกับทฤษฎีที่จําเปนในการ
พิสูจนทางเรขาคณิต นอกจากนี้นกัเรียนยังมีความเขาใจในความแตกตางระหวางทฤษฎีกับทฤษฎี
บทกลับ ซ่ึงการคิดเชิงเรขาคณิตในระดับนีเ้ปนระดับที่คาดหวังวานกัเรยีนในระดับมธัยมศึกษา
จะตองมี  
 

คําสําคัญ : ระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิต, การนําเสนอภายนอก, ทฤษฎีบทของ van Hiele 
 

ABSTRACT 
 The objectives of this research was to investigate teacher’s use of external 

representation and the level of students’ geometric understanding based on van 

Hiele’s theory about Pythagoras theory for Mathayomsuksa II students. The research 

team consisted of a researcher and four research assistants. The participants of the 

study were a Mathematics teacher who were teaching Mathayomsuksa II in the 

second semester in academic year 2009 and three students who were taught by this 

teacher. The case school was Khon Kaen University Demonstration School. The 

student subjects were drawn by purposive sampling. In this research, all of the 

teaching activities related to Pythagoras theory were recorded. At the end of lessons, 

the subjects were tested and interviewed. The data was analyzed for the uses of 

teacher’s external representations and the level of   students’ geometric understanding.  

 According to the study, the teacher used external representations in learning 

activities in different forms. Language, pictures, geometric signs and concrete 

teaching tools were introduced in the class. The teacher verbally explained the 

Pythagoras theory, reverse Pythagoras theory, applications. In addition, the problems 

were written on a board and pictures were used for illustration so that the students 

could easily understand and made on imagination about what the teacher was 

explaining. That is, drawing along with problems on application could ease students’ 

understanding. In addition, some teaching tools were created to explain the 

Pythagoras theory; meanwhile, the mathematical signs were used to solve the 

problems. According to the results of the test, the students could achieve geometric 

understanding as high as level four – formal deduction based on van Hiele. To 

illustrate, the subjects demonstrated ability of finding general pictures of  Pythagoras 
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theory and they could prove the theory through various approaches and achieve 

understanding about theories necessary for geometric proof. Moreover, the students 

were able to understand the differences between the theory and reverse Pythagoras 

theory. This was the level that Mathayomsuksa were supposed to be attained.      
 

Keyword (s) : Level of Geometric Understanding ,External Representation,  

                       van Hiele Theory 
 

บทนํา 
 ปานทอง  กุลนาถศิริ (2541) กลาวไววา ประเทศจะพัฒนาดานวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี
ได ก็ตอเมื่อประเทศนั้นไดพฒันาทางดานคณิตศาสตรแลวเปนอยางดี  ดังนั้นในการพัฒนาดาน
วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี จึงจําเปนตองพัฒนาดานคณติศาสตรกอน เพราะความรูทาง
คณิตศาสตรจะเปนความรูพืน้ฐานที่สําคัญและจําเปน  และเปนเครื่องมือที่มนุษยจะไดนําไปใชใน
การพัฒนาความรูดานวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีใหเจริญกาวหนาตอไป ซ่ึงสอดคลองกับปจจุบัน
นี้ความกาวหนาทางดานวิทยาศาสตร เทคโนโลยีและสารสนเทศเจริญไปอยางรวดเรว็ ดังนัน้
การศึกษาจึงเปนสิ่งสําคัญและมีความจําเปนตอการพัฒนาประเทศใหอยูในระดับที่สูงขึ้น มีความ
เจริญกาวหนาทันตอการเปลีย่นแปลง ความรูทางคณิตศาสตรเปนพื้นฐานของการศึกษาในศาสตร
ดานอื่นๆ เนื่องจากคณิตศาสตรเปนวิชาที่ฝกกระบวนการคิดที่มีเหตุผล มีขั้นตอนระเบียบวิธีอยาง
เปนระบบ มีทกัษะกระบวนการที่ทําใหผูเรียน เกดิการเรยีนรูและสามารถนํามาใชแกปญหาตางๆได  
คณิตศาสตรเปนเครื่องมือในการศึกษาวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี ตลอดจนศาสตรอ่ืนๆที่เกี่ยวของ
คณิตศาสตรจงึเปนประโยชนตอการดํารงชีวิตและชวยพัฒนาคุณภาพชีวิตใหดีขึ้น 
 Goldin (1998) กลาววา ระบบการนําเสนอ (Representational system) ประกอบดวยระบบ
ยอยๆ หลายระบบ ระบบภาษาพูด  ภาษาเขียน ภาพเขียน หรือรูปภาพ รูปแบบการจดัการ และ
สถานการณจรงิของโลกที่อยูรอบๆ ตัวเรา การนําเสนอมี 2 แบบคือ การนําเสนอภายนอก (External 
reprsentations) และ การนําเสนอภายใน (Internal representation) หรือการนําเสนอทางจิตวิทยาของ
บุคคล ระบบการนําเสนอภายนอกประกอบดวยระบบยอยๆ ตั้งแตสัญลักษณทางคณติศาสตร ไป
จนถึงส่ิงแวดลอมของการเรียนรูที่มีโครงสราง เชน วัสดุ เครื่องมือที่จับตองได ในทางตรงขาม 
ระบบการนําเสนอภายในจะรวมเอาการสรางสัญลักษณภายในตวับุคคล และการกําหนดสงผาน
ความหมายไปยังสัญลักษณทางคณิตศาสตรตางๆ รวมถึงการนําเสนอดวยภาพที่ส่ือถึงแนวคดิ และ
การนําเสนอในเชิงปริภูมิ และครอบคลุมถึงยุทธวิธีในการแกปญหา และที่สําคัญคือผลของการ
นําเสนอมีความสัมพันธเกี่ยวของกับการเรียนรูคณิตศาสตร โดยองคประกอบของระบบการ
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นําเสนอภายในประกอบดวย 5 ประเภท คอื 1) ภาษาพูดและระบบโครงสรางของภาษา (Verbal and 
syntactic systems) 2)  ระบบการจินตนาการ (Imagistic systems)  3) ระบบสัญลักษณตางๆ ทาง
คณิตศาสตร (Formal notational systems of mathematics)  4) ระบบการวางแผนและการควบคุม   
(a system of planning , monitoring , and executive control) 5) ระบบการนําเสนอที่เกีย่วของกับ
อารมณ (a system of affective representation) 
 Godin and Janvier (1998) ไดกลาวถึงความหลากหลายของการใหความหมายของการ
นําเสนอ และระบบการนําเสนอ ในมุมมองที่เชื่อมโยงกับการเรียนรูทางคณิตศาสตร การสอน
คณิตศาสตร และการพัฒนา ดังตอไปนี้  1) ในแงมุมภายนอก เปนโครงสรางของสถานการณ หรือ
โครงสรางของกลุมสถานการณ ในสิ่งแวดลอมทางกายภาพ ที่สามารถถูกอธิบายในเชิงคณิตศาสตร 
หรือ มองเห็นเปนการรวบรวมแนวคดิทางคณิตศาสตร  2) ในแงมุมของการกอรางทางภาษา เปน
ระบบของภาษาที่ปญหาทางคณิตศาสตรถูกนําเสนอขึน้มา หรือถูกอภิปราย ดวยการเนนย้ําบน
ระบบลักษณะที่เปนโครงสรางที่เกี่ยวกับการศึกษาตามหลกัไวยากรณ (Syntactic) และโครงสรางที่
เกี่ยวกับความหมาย (Semantic) 3) โครงสรางคณิตศาสตรที่เปนทางการ หรือระบบของโครงสราง 
ที่สามารถถูกนําเสนอสถานการณผานสัญลักษณ หรือผานระบบของสัญลักษณ ซ่ึงมกัจะอยูในรูป
ของสัจพจน นยิาม ที่มีความชัดเจน หรือโครงสรางทางคณิตศาสตรที่อาจจะนําเสนอจากโครงสราง
ในแงมุมอ่ืน 4) ในแงมุมภายใน เปนโครงสรางเชิงการรูของแตละบุคคล หรือระบบที่ซับซอนของ
โครงสรางเชิงการรู เปนการสรุปจากพฤติกรรมหรือทบทวนพฤติกรรม แนวคดิของตนเองใน
กระบวนการคดิทางคณิตศาสตรและการแกปญหาทางคณิตศาสตร 
 Zhang (1997) ไดใหความหมายการนําเสนอภายนอกวาเปนความรูและโครงสรางใน
ส่ิงแวดลอม  สัญลักษณทางกายภาพ  วตัถุ  มิติ  (การเขียนสัญลักษณ  ลูกคิด  มิติของกราฟ) และกฎ
ภายนอกและความสัมพันธภายนอกที่อยูในโครงรางทางกายภาพ (เชน  ความสัมพันธเชิงปริภูมิของ
เลขโดด  โครงงานของแผนภาพ  ขอจํากัดทางกายภาพในลูกคิด) ขอมูลในการนําเสนอภายนอก 
สามารถถูกคัดเลือก  ถูกวิเคราะห  และทําเปนกระบวนการโดยผานระบบการหยั่งรูเพียงอยางเดียว  
ถึงแมวาการมสีวนรวมจากบนลงลางของความรูเชิงมโนมติจาก การนําเสนอภายใน บางครั้ง
สามารถสนับสนุนหรือขัดขวางกระบวนการหยั่งรู  ในทางตรงกันขาม การนําเสนอภายใน เปน
ความรูและโครงสรางในความจํา  การเสนอ  การสรางโครงสรางทางปญญา  ระบบเครือขายใน
ประสาทหรือรูปแบบอื่นๆ  ขอมูลการนําเสนอภายในดึงเอามาจากความจําโดยใชกระบวนการหยั่งรู
ถึงแมวาการกระตุนใน การนําเสนอภายนอก  ในบางครัง้สามารถกระตุนกระบวนการดึงขอมูลมา
จากหนวยความจํา เชน พจิารณา การคูณ 735 ดวย 278 โดยใชกระดาษและดินสอการนําเสนอ
ภายใน เปนการแปลความหมายของสัญลักษณของแตละบุคคล (เชน คาตัวเลขทางสัญลักษณ 7 คือ 
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เจ็ด) ตารางการบวกและการคูณ  วิธีการทางเลขคณิตและอื่นๆ  ซ่ึงไดถูกดึงมาจากหนวยความจํา  
สวนการนําเสนอภายนอกเปนรูปรางและตาํแหนงของสญัลักษณ  ปริภมูิความสัมพันธของตัวเลข
แตละตวั เพื่อที่จะทําใหการคูณประสบผลสําเร็จ บุคคลจะตองรับรูขอมูลจากการนําเสนอภายนอก
แลวหลังจากนัน้สรางความสัมพันธระหวางการนําเสนอภายนอกกับการนําเสนอภายใน 
 เรขาคณิตเปนพื้นฐานหนึ่งทีสํ่าคัญตอการเรียนคณิตศาสตร ดังที่ ปานทอง กุลนาถศิริ 
(2541) กลาววาหลักสูตรคณติศาสตรไมวาในยุคสมัยใด จะมีการพัฒนาปรับปรุงอยางไร เรขาคณิต
จะตองเปนสาขาหนึ่งที่ผูพัฒนาเห็นสมควรใหบรรจุลงในหลักสูตร  ธรรมชาติของวิชาเรขาคณิต
เปนวิชาที่เอื้อที่จะสอนใหผูเรียนเปนผูที่มวีจิารณญาณ ชางสังเกต ชางสํารวจ มีเหตุผล ดังนั้นหาก
ผูสอนไดจัดกจิกรรมที่เหมาะสมและถูกตองก็จะชวยใหเยาวชน เปนเยาวชนที่มีคณุลักษณะดงักลาว 
อันเปนลักษณะที่พึงประสงคของชาติ เรขาคณิตจึงเปนเนื้อหาที่มีความสําคัญและจําเปนเนื้อหาหนึง่ 
ที่จะตองบรรจไุวในหลักสูตรคณิตศาสตรในทุกระดับ  นอกจากนี ้วัฒนา มณวีงศ (2542) ไดกลาว
วา เนื้อหาเรขาคณิตถือวามีความสําคัญแตในปจจุบันพบวาการเรียนการสอนเรขาคณิตเปนปญหา
มากสําหรับครูสอนคณิตศาสตรนักเรียนไมชอบการพิสูจนเรขาคณิต ไมทราบแนวทางในการ
พิสูจน นักเรียนไมทราบวาจะเริ่มตนการพสูิจนอยางไร ไมสามารถเชื่อมโยงสิ่งที่มีอยูหรือส่ิงที่
ทราบมาเปนเหตุผลในการพิสูจน นักเรียนขาดทักษะการใหเหตุผล  
 นันทนลิน แหลงสนาม (2547) ไดทําการสงัเกตและการสัมภาษณครูผูสอนวิชาคณิตศาสตร 
ช้ันมัธยมศึกษาปที่ 3 นักเรียนและผูปกครองบางสวน พรอมทั้งสังเกตนักเรียนในขณะทําการสอน
ในชั่วโมงเรยีนวิชาคณติศาสตร ปญหาการเรียนการสอนที่มีผลทําใหผลสัมฤทธ์ิทางการเรียนของ
นักเรียนต่ําโดยเฉพาะเรื่องทฤษฎีบทปทาโกรัส สรุปเปนปญหาในลักษณะดังตอไปนี ้
 1. ปญหาดานตัวครูผูสอน โดยพบวาครูที่สอนคณิตศาสตรในระดับมธัยมศึกษามนีอย และ
ตองรับผิดชอบตอนักเรียนนักเรียนที่สอนเปนจํานวนมาก จึงดแูลนกัเรียนไมทั่วถึง ครูผูสอนไมได
สอนตามแผนการเรียนรูที่เขยีนไว ขาดเทคนิคในการถายทอด รูปแบบการสอนจะใชวิธีการสอน
แบบครูเปนผูบรรยาย ใหนกัเรียนเปนผูฟงและฝกปฏิบตัิตาม การสอนของครูจะดําเนินการสอนโดย
ทบทวนหรือเฉลยการบาน หรือนําเสนอเนื้อหาใหมโดยการยกตัวอยางบนกระดาน อธิบายและตัง้
คําถามใหนักเรียนตอบ นักเรียนที่ตอบสวนใหญจะเปนนักเรียนเกง แลวครูจะใหทําแบบฝกหัดใน
หนังสือเรียน สวนสื่อการสอนก็จะใชส่ือการสอนที่มีอยูแลว ไดแก วงเวียน คร่ึงวงกลม หนังสือของ
กรมวิชาการ และแบบฝกหดัสําเร็จรูป นอกจากนั้นครูที่สอนยังมีภาระงานอื่นๆที่ไดรับมอบหมาย
นอกเหนือจากการสอน เชน รับผิดชอบงานสหกรณโรงเรียน งานปกครองงานธุรการโรงเรียน เปน
ตน จึงทําใหมีเวลาการเตรียมตัวในการสอนนอย และไมทุมเทเกี่ยวกับการสอนมากนัก 
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 2. ปญหาดานสื่อการเรียนการสอน ส่ือนอย และครูขาดการใชส่ือเพราะครูมองวา
ทําใหเสียเวลา ครูไมมีการจัดทําส่ือดวยตนเอง ครูมักจะใชคูมือครูของกรมวิชาการในการเรียนการ
สอน และใหนกัเรียนทําแบบฝกหัดในหนังสือเรียนของกรมวิชาการ และแบบฝกหัดสาํเร็จรูปที่มีอยู
ในหนังสือ และครูก็ไมไดพฒันาสื่อที่เหมาะสมกับเนื้อหาและตัวนักเรยีน 
 Pegg (1996) ไดกลาวถึงผลการศึกษาของ Pierre van Hiele and Dina van Hiele-Geldof 
พบวานกัเรียนไมเขาใจเรขาคณิตและนักเรยีนรูสึกวาการเรียนเรขาคณิตเปนเรื่องที่ยาก และจากผล
การศึกษาของพวกเขาพบวาที่นักเรียนไมประสบความสําเร็จในการเรียนรูเรขาคณิตนัน้มีพื้นฐานมา
จากความไมสอดคลองกันระหวางกิจกรรมการเรียนการสอนที่กําหนดโดยครูกับระดบัการคิดเชิง
เรขาคณิตของตัวนักเรียนเอง  ดังนั้นสองสามี-ภรรยาไดทําการศึกษาเกีย่วกับระดับการคิดเชิง
เรขาคณิตและบทบาทของการจัดกิจกรรมการเรียนรูเพื่อชวยใหนกัเรียนไดบรรลุตามวัตถุประสงค
ของหลักสูตรเรขาคณิต โดย P.M. van Hiele ไดทําการศึกษาเกีย่วกับระดับการคิดเชิงเรขาคณิต 
สวนภรรยา Dina van Hiele – Geldof ไดศึกษาเกีย่วกับการจัดกิจกรรมการเรียนรูเพื่อพฒันาระดับ
การคิดเชิงเรขาคณิตจากระดบัหนึ่งไปยังอีกระดับหนึ่งทีต่อเนื่องกัน จนไดเปนรูปแบบ van Hiele 
(van Hiele Model) ลักษณะเดนของรูปแบบ van Hiele คือ นักเรียนตองผานกระบวนการเรียนรูทีละ
ขั้นจากสิ่งที่นกัเรียนสังเกตเห็นจนไปสูการพิสูจนอยางเปนแบบแผน van Hiele เชื่อวาการที่นกัเรียน
จะเขยีนพิสูจนทางเรขาคณิตไดนั้นตองมาจากการคิดในลําดับขั้นสูง นักเรยีนที่มีการคดิในลําดับขั้น
ต่ําตองมีประสบการณในการคิดที่มากเพยีงพอกอนที่จะเรยีนรูความคิดรวบยอดทางเรขาคณิตที่เปน
แบบแผน โดยไมขึ้นกับระดบัอายุของนักเรียน ระดับการคิดเชิงเรขาคณิตตามรูปแบบของ van 
Hiele สวนมากพัฒนามาจากทฤษฎีทางจติวิทยาของ Gestalt and Jean Piaget ซ่ึง Pierre van Hiele 
ไดกลาวไววาเขาพัฒนาความคิดรวบยอดของแตละระดบัขั้นความคิดมาจาก Piaget คือทฤษฎี
พัฒนาการทางสติปญญาที่เชื่อวา คนเราจะเกิดการเรยีนรูเปนระดับชั้นหรือข้ันตอนที่ตอเนื่องกัน คน
ทุกคนมีความพรอมที่จะมีปฏิสัมพันธกับสิ่งแวดลอมและปฏิสัมพันธนี้ทําใหเกิดพฒันาการทาง
สติปญญา  
 Pegg (1996) ไดศึกษา ระดับการคิดเชิงเรขาคณิตของ van Hiele ซ่ึงแบงออกเปน 5 ระดับ
ดังนี้ ระดับที่ 1: การรับรูจากการมองเห็น (Visualization ,or Recognition) ระดับที่ 2: การวิเคราะห
หรือพรรณนารูปลักษณะ (Analysis, or Description) ระดบัที่ 3: การใหเหตุผลเชิงนิรนยัอยางไมเปน
แบบแผนหรือการจัดลําดับความสัมพันธ (Informal deduction, or Ordering) ระดับที่ 4: การให
เหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน (Formal deduction) ระดับที่ 5: การเปนนามธรรม (Rigor) 
 เนื่องจากนักเรยีนสวนมากมปีญหาในการเรียนวิชาเรขาคณิต นักเรียนไมสามารถพิสูจน
เรขาคณิตได จึงมีครูและนักคณิตศาสตรหลายทานไดพยายายามศกึษาคนควาเพื่อหาวิธีแกปญหา
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ดังกลาว ตอมาในป ค.ศ. 1954 Pierre van Hiele และ Dina van Hiele (1984 อางถึงในนาตยา น้ําจิต
ตรง,2546) ไดสราง van Hiele โมเดล คือ ระดับการคิดเชงิเรขาคณิต ซ่ึงเปนแนวคิดทีจ่ะชวยให
นักเรียนรูจักคดิแกปญหาโดยการวเิคราะหและการสื่อความหมายดวยคําพูดของตนเองในการ
พิสูจนเรขาคณิต จากผลการศึกษาของ นวลศรี ชํานาญกิจ (2544) ไดศึกษาผลการสอนโดยใชลําดบั
ขั้นของ Dina van Hiele ที่มีตอระดับการคดิทางเรขาคณติตามตัวแบบ van Hiele และความสามารถ
ในการพิสูจนทางเรขาคณิตของนักศึกษาครู สาขาวิชาคณิตศาสตร มหาวิทยาลัยราชภัฏนครสวรรค
พบวา นักศึกษาครูที่ไดรับการสอนโดยใชลําดับขั้นของ Dina van Hiele มีระดับการคิดทาง
เรขาคณิตและความสามารถในการพิสูจนหลังเรียนสูงกวากอนเรียน  
 ดวยเหตุผลดังที่กลาวมาขางตนและจากการศึกษาวรรณกรรมและงานวจิัยที่เกี่ยวของ ทําให
ผูวิจัยสนใจที่จะศึกษาเกีย่วกบัการใชระบบการนําเสนอภายนอกของคร ูและระดับความเขาใจเชิง
เรขาคณิตของนักเรียนตามแนวคิดทฤษฎี ของ van Hiele เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส สําหรับนักเรยีน
ช้ันมัธยมศึกษาปที่ 2 
 

วัตถุประสงคของการวิจัย 
 เพื่อศึกษาการใชระบบการนาํเสนอภายนอกของครู และระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของ
นักเรียน ตามแนวคิดทฤษฎี ของ van Hiele เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส สําหรับนักเรยีนชั้น
มัธยมศึกษาปที่ 2 
 

วิธีดําเนินการวิจัย 
 การวิจยันี้เปนการวิจยัเชิงคณุภาพกรณีศกึษา ซ่ึงประกอบดวย ผูวิจยั 1 คน ผูชวยวิจยั 4 คน 
กลุมเปาหมายคือ ครูที่สอนวิชาคณิตศาสตร ในระดับมัธยมศึกษาปที่ 2 ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 
2552 โรงเรียนสาธิต (ศึกษาศาสตร) มหาวิทยาลัยขอนแกน จํานวน 1 คน และนกัเรียนในระดับ
มัธยมศึกษาปที่ 2 ภาคเรียนที่ 2 ปการศึกษา 2552 โรงเรียนสาธิต (ศึกษาศาสตร) 
มหาวิทยาลัยขอนแกน จํานวน 3 คน ซ่ึงผูวจิัยใชการเลือกแบบเจาะจงและกลุมเปาหมายเขารวมการ
วิจัยดวยความสมัครใจ 
 

การเก็บรวบรวมขอมูล 
 1. ผูวิจัยทําการศึกษาภูมหิลังของนักเรียน ประวัติ พฤติกรรมการเรียนรูของนักเรียน 
คะแนนผลสัมฤทธิ์ทางการเรียน และภูมหิลังของครูผูสอน เกี่ยวกบัการจัดการเรียนรูในโรงเรียนที่
ทําการศึกษา คอื สังเกตและศกึษาเกีย่วกับแผนการจัดการเรียนรูเร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส การจัด
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กิจกรรมการเรยีนรูในหองเรยีน พฤติกรรมการสอน ประวัติการศึกษา ประสบการณการทํางาน และ
ภาระงานทีไ่ดรับมอบหมาย  
 2. ผูวิจัยทําการศึกษาและสรางเครื่องมือในการทําวิจยัคือ แบบทดสอบอัตนัยเร่ือง ทฤษฎี
บทปทาโกรัส จํานวน 3 ขอใหญ 9 ขอยอย เมื่อเสร็จแลวนําเสนอใหอาจารยที่ปรึกษาและผูเชี่ยวชาญ
ตรวจสอบ จากนั้นนําคําชีแ้นะและขอบกพรองมาปรับปรุงแกไข แลวนําเครื่องมือที่ไดรับการแกไข
แลว เสนอใหอาจารยที่ปรึกษาและผูเชีย่วชาญตรวจสอบอีกครั้งหนึ่ง หลังจากปรับแกแลว จงึนํา
แบบทดสอบที่ไดไปใชทดสอบระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของนกัเรียนกลุมเปาหมาย 
 3. ผูวิจัยเก็บรวบรวมขอมูลโดย บันทกึวดีทีัศนการจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ืองทฤษฎี
บทปทาโกรัส เพื่อบันทึกการใชระบบการนาํเสนอภายนอกของครู ภายหลังจากครูจัดกิจกรรมการ
เรียนรู ผูวิจยัใหนักเรยีนกลุมเปาหมายทําแบบทดสอบ เร่ืองทฤษฎีบทปทาโกรัส โดยผูวิจยัและ
ผูชวยวจิัย สังเกตและบนัทึกวีดีทัศน ในขณะทีน่ักเรียนกลุมเปาหมายทําแบบทดสอบ และสัมภาษณ
นักเรียนภายหลังจากการทําแบบทดสอบเสร็จโดยไดนาํผลจากการทําแบบทดสอบของนักเรียนแต
ละคนมาใชในการสัมภาษณในประเด็นทีน่ักเรียนอธิบายยังไมชัดเจน เพื่อทําความเขาใจเกีย่วกับ 
ระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของนักเรียน เร่ืองทฤษฎีบทปทาโกรัส ตามแนวคิดทฤษฎี ของ van 
Hiele เปนรายบุคคล  
 4. ผูวิจัยนาํขอมูลที่ไดจากการบันทึกวดีีทัศนการจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู และผลที่ได
จากการทําแบบทดสอบของนักเรียน การสมัภาษณ และการบันทึกเสียง เกี่ยวกับเรื่องทฤษฎีบทปทา
โกรัส มาถอดโปรโตรคอล และบันทึกผลที่ไดเพื่อนําไปใชในการวิจยั 
 

การวิเคราะหขอมูล 
 1. นําขอมูลที่ไดจากการบันทกึวีดิทัศนการจดักิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ือง ทฤษฎีบทป
ทาโกรัส มาวิเคราะหการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู วาครูใชระบบการนําเสนออะไรบาง 
อยางไร 
 2. หลังจากที่ไดทําการวิเคราะหการสอนของครูแลว ผูวจิัยไดนําผลจากการทําแบบทดสอบ
อัตนัยของนักเรียน เร่ืองทฤษฎีบทปทาโกรัส มาวิเคราะหระดับความเขาใจเชิงเรขาคณิตของ
นักเรียน ตามทฤษฎีบทของ van Hiele ดังนี้ 
 ระดับท่ี 1: การรับรูจากการมองเห็น (Visualization ,or Recognition) นักเรียนสามารถบอก
ช่ือ เปรียบเทียบ และจัดกระทํากับรูปเรขาคณิตได 
 ระดับท่ี 2: การวิเคราะหหรือพรรณนารูปลักษณะ (Analysis, or Description) นักเรียน
สามารถมองเห็นคุณลักษณะรูปเรขาคณิต การวิเคราะหของนักเรียนจะเปนผลมาจากการสังเกตและ
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การทําการทดลอง สมบัติเชิงเรขาคณิตจะถูกอธิบายในลกัษณะเฉพาะแตละสมบัติจะถูกมองใน
ลักษณะที่เปนอิสระตอกัน                                                                                                             
 ระดับท่ี 3: การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางไมเปนแบบแผนหรือการจัดลําดับความสัมพนัธ 
(Informal deduction, or Ordering) นกัเรียนสามารถเชื่อมโยงหรือสรางความสัมพันธระหวางสมบตัิ
ที่ไดคนพบอยางมีเหตุผล สมบัติเหลานี้จะถูกนํามาจัดลําดับความสัมพนัธ 
 ระดับท่ี 4: การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน (Formal deduction) นักเรยีนสามารถ
นําเอาทฤษฎีตางๆ มาใชในการพิสูจนและใหเหตุผล และสามารถสรางความสัมพันธระหวางทฤษฎี
ทางเรขาคณิต นักเรียนสามารถพิสูจนดวยวิธีการที่หลากหลายและมีความเขาใจเกี่ยวกับปฏิสัมพันธ
ระหวางเงื่อนไขหรือทฤษฎีที่จําเปนและเหมาะสมในการพิสูจนเรขาคณิต นอกจากนี้นักเรยีนยัง
สามารถแยกแยะและมีความเขาใจในความแตกตางระหวางทฤษฎีกับทฤษฎีบทกลับ 
 ระดับท่ี 5: การเปนนามธรรม (Rigor) เปนระดับที่นกัเรียนสามารถสราง วิเคราะห  และ
เปรียบเทียบทฤษฎีทางเรขาคณิตในระบบสัจพจนที่แตกตางกัน เรขาคณิตจะถูกมองในรูปของความ
เปนนามธรรม เชน ถาสัจพจนที่เกีย่วกับความขนานกันระบุวาเสนขนานทั้งสองเสนไปพบกันที่
อนันต นักเรียนสามารถนําไปใชอยางมีเหตุผล 
 3. นําผลที่ไดจากการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู มาเปรียบเทยีบกับระดับความ
เขาใจเชิงเรขาคณิตของนักเรยีนทั้งสามคน พรอมทั้งอภิปรายผล 
 4. นําผลการวิเคราะหและอภปิรายผลทั้งหมดมาเขียนรายงานการวิจยัในครั้งนี้ 
 

สรุปและอภปิรายผล 
 ในการวิจัยคร้ังนี้ผูวิจยัไดศกึษาการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู และระดับความ
เขาใจเชิงเรขาคณิตของนักเรยีน ตามแนวคดิทฤษฎี ของ van Hiele เร่ือง ทฤษฎีบทปทาโกรัส 
สําหรับนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปที่ 2 ศึกษากลุมเปาหมายจํานวน 3 คน โดยใหช่ือสมมติ ดังนี้ แมก็ 
แปง และจา ในการวจิัยครั้งนี้ผูวิจยัไดบนัทึกวิดีโอ การจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ืองทฤษฎีบท
ปทาโกรัส และภายหลังการจัดกิจกรรมการเรียนรูของครู ผูวิจัยไดทดสอบระดับความเขาใจเชิง
เรขาคณิตของนักเรียน โดยใชแบบทดสอบอัตนัย เร่ืองทฤษฎีบทปทาโกรัส จํานวน 3 ขอใหญ 9 ขอ
ยอย เพื่อนํามาผลที่ไดจากการทําแบบทดสอบของนักเรียน และการใชระบบการนําเสนอภายนอก
ของครู มาวิเคราะหผล  

 ผลจากการวิเคราะหแบบทดสอบของนักเรียนภายหลังการจัดกิจกรรมการเรียนรู
ของครู ผลปรากฏวา แมก็ มรีะดับความเขาใจเชิงเรขาคณิต ถึงระดับที ่4 การใหเหตผุลเชิงนิรนัย
อยางเปนแบบแผน (Formal deduction) แตในระดบันี้ แมก็ยังแสดงออกมาไมชัดเจน โดยยังไม
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สามารถอธิบายใหเห็นภาพได การอธิบายยงัมีความกํากวม แตแมก็สามารถตอบคําถามไดอยาง
ถูกตอง เมื่อมองภาพรวมแลวสามารถสรุปไดวา แม็กอาจจะมีความเขาใจในระดับที่ 4 การใหเหตุผล
เชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน สวนแปง และจานั้น มีความเขาใจถึงระดับที่ 4 การใหเหตุผลเชิงนิรนัย
อยางเปนแบบแผน ซ่ึงแปง และจา สามารถตอบคําถามไดอยางถูกตองและชัดเจน โดยหารูปทั่วไป
ของทฤษฎีบทปทาโกรัสได เมื่อพื้นที่ของสวนที่แรเงาเปลี่ยนแปลงไป และในระหวางการจัด
กิจกรรมการเรยีนการสอนของนั้น นักเรียนทั้งสามคน มีความตั้งใจและทําแบบทดสอบวัดระดับ
ความเขาใจเชงิเรขาคณิตไดอยางถูกตอง 
 ผลจากการวิเคราะหการนําเสนอภายนอกของครู ผลปรากฏวา ครูใชการนําเสนอภายนอกที่
เห็นไดอยางชดัเจนตลอดระยะเวลาการจดักิจกรรมการเรยีนการสอน คอื การใชภาษา และการใช
รูปภาพ และใชสัญลักษณทางคณิตศาสตรเพียงเล็กนอย และใชส่ือที่เปนรูปธรรมอธิบายตัวทฤษฎปี
ทาโกรัส ครูใชภาษาในการอธิบายทฤษฎีบท อธิบายการทําโจทยและอธิบายตัวอยางที่ครูยกขึ้นมา 
โดยภาษาที่ครูใชนั้นเปนภาษาที่เรียบงาย ไมซับซอนเพื่อชวยใหนกัเรยีนสามารถเขาใจในเรื่องที่ครู
อธิบายไดโดยงาย เนื่องมาจากตองการที่จะทําใหนกัเรียนรับรูและเขาใจในเรื่องที่ครูตองการสื่อสาร
อยางรวดเรว็ และเขาใจถูกตองตรงตามที่ครูคาดหวังไว  การใชรูปภาพที่ครูสรางขึ้นในการอธิบาย
ทฤษฎีบท โดยวาดภาพลงบนกระดานเพื่อยกตวัอยาง ทําใหนกัเรยีนสามารถเขาใจไดงายขึ้น ผลจาก
การใชการนําเสนอภายนอกของครูนั้น มีผลทําใหนักเรียนทั้งสามคน สามารถพัฒนาระดับความ
เขาใจเชิงเรขาคณิตถึงระดับที่ 4 การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน แตยังไมถึงระดับที่ 5 
การเปนนามธรรม (Rigor) เนื่องมาจากระดับที่ 5 นั้นเปนเรื่องที่คอนขางยากที่นกัเรียนในระดับ
มัธยมศึกษาตอนตนจะสามารถทําความเขาใจได  
 ความสัมพันธระหวางการใชระบบการนําเสนอภายนอกของครู และระดับความเขาใจเชิง
เรขาคณิตของนักเรียน ผลปรากฏวา จากการวเิคราะหในระหวางที่ครูจดักิจกรรมการเรียนรู ครูใช
ภาษาในการอธิบายทฤษฎีบทปทาโกรัส และใชส่ือที่ครูสรางขึ้นจริงนั้นคือรูปภาพ ทาํใหนกัเรียน
สามารถรับรูไดถึงรูปทรงของสามเหลี่ยมวามีลักษณะอยางไร นักเรียนสามารถเขาใจและรูได
ในทันทวีารูปที่นักเรียนเหน็เปนรูปอะไร ซ่ึงในขั้นนีแ้สดงใหเห็นถึงนกัเรียนมีความเขาใจในระดับ
ที่ 1 การรับรูจากการมองเหน็ (Visualization ,or Recognition) นักเรียนสามารถบอกชื่อ เปรียบเทียบ 
และจัดกระทํากับรูปเรขาคณติได เมื่อครูยกตัวอยางการหาพื้นที่ของรูปเรขาคณิตตางๆครูไดตั้ง
คําถามนักเรียนวา การหาพืน้ที่ของรูปนี้จะใชสูตรวาอยางไร นักเรียนไดพิจารณาถึงรูปรางและ
ลักษณะของรูปทรงทางเรขาคณิตที่ครูใหมา ทําใหนกัเรียนสามารถเลือกใชสูตรที่เหมาะสมกับรูป
เรขาคณิตนั้นๆได  แสดงใหเห็นวานักเรียนมีความเขาใจในระดับที่ 2 การวิเคราะหหรือพรรณนา
รูปลักษณะ (Analysis, or Description) สมบัติเชิงเรขาคณิตจะถูกอธิบายในลักษณะเฉพาะ ซ่ึงสมบัติ
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แตละสมบัติจะถูกมองในลักษณะที่เปนอิสระตอกัน การวิเคราะหมโนมติเชิงเรขาคณติของนักเรียน
จะเปนผลมาจากการสังเกตและการทําการทดลอง โดยจะเริ่มจากการมองเห็นคุณลักษณะรูป
เรขาคณิต   

ในการอธิบายบทกลับของทฤษฎีบทปทาโกรัส ครูไดยกตัวอยางโดยการวาดภาพ รูป
สามเหลี่ยมและกําหนดคาของดานทั้งสาม และใหนักเรียนตอบวารูปสามเหลี่ยมนีเ้ปนรูป
สามเหลี่ยมมุมฉากหรือไม นกัเรียนสามารถตอบไดวาดานที่ครูกําหนดใหนัน้เปนดานของรูป
สามเหลี่ยมมุมฉากเนื่องมาจากดานตรงขามมุมฉากยกกําลังสอง มีคาเทากับผลบวกของดาน
ประกอบมุมฉากยกกําลังสอง ซ่ึงเปนไปตามทฤษฎีบทปทาโกรัส นักเรียนยังสามารถใหคําจํากัด
ความอยางมีความหมาย ซ่ึงแสดงใหเห็นวานักเรียนมีความเขาใจในระดับที่ 3 การใหเหตุผลเชิง       
นิรนัยอยางไมเปนแบบแผนหรือการจัดลําดับความสัมพนัธ (Informal deduction, or Ordering) การ
จัดกิจกรรมการเรียนรูของครู เร่ืองการประยุกตใชทฤษฎีบทปทาโกรัส ครูไดอธิบายโดยการใช
ภาษา และวาดภาพของโจทยปญหาลงบนกระดาน เพื่อชวยใหนักเรยีนสามารถมองเห็นภาพไดงาย
ขึ้น และผลจากการทําแบบทดสอบปรากฏวานักเรยีนสามารถหารูปแบบทั่วไปของทฤษฎีบทปทา
โกรัสได กลาวไดวานกัเรียนมีความเขาใจในระดับที่ 4 การใหเหตุผลเชิงนิรนัยอยางเปนแบบแผน 
ซ่ึงนักเรียนสามารถนําเอาทฤษฎีตางๆ มาใชในการพิสูจนและใหเหตุผล และยังสามารถสราง
ความสัมพันธระหวางทฤษฎทีางเรขาคณิต พิสูจนดวยวิธีการที่หลากหลายและมีความเขาใจใน
ทฤษฎีที่จําเปนในการพิสูจนเรขาคณิต นอกจากนีน้ักเรยีนยังสามารถแยกแยะและมคีวามเขาใจใน
ความแตกตางระหวางทฤษฎกีับทฤษฎีบทกลับ ซ่ึงการคิดเชิงเรขาคณิตในระดบันี้เปนระดับที่
คาดหวังวานกัเรียนในระดับมัธยมศึกษาจะตองมี  

 

ขอเสนอแนะ 
 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการจัดการเรียนการสอน 
 1. ครูผูสอนควรสอนเรขาคณิต โดยการอิงทฤษฎีบทของ van Hiele เพื่อจะไดชวยให
นักเรียนสามารถพัฒนาระดบัความเขาใจเชิงเรขาคณิตของนักเรียน เนนใหนักเรยีนฝกการแกปญหา
ในระดบัที่สูงขึ้น เพื่อชวยใหนักเรยีนสามารถพัฒนาในระดับการเปนนามธรรมได 
 2. ครูผูสอนควรใชการนําเสนอภายนอก ในระหวางการสอนใหมีความหลากหลาย เชน
เพิ่มเติมเรื่อง การสัญลักษณการเขียน สถานการณจริง และการนําเสนออื่นๆ เพื่อชวยใหนกัเรียนมี
ความเขาใจในเนื้อหาเพิ่มมากขึ้น 
ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการจัดวิทยานิพนธตอไป 



 

การประชุมเสนอผลงานวิจัยระดับบัณฑิตศึกษาแหงชาติ ครั้งที่ 17 

และการสัมมนาวิชาการเพื่อเผยแพรงานวิจัยสูชุมชน ครั้งที่ 5 
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 1. ศึกษาเรื่องเดียวกันนี้กับประชากรกลุมอ่ืน เพื่อจะไดเปรียบเทียบผลการวิจัยวามีความ
เหมือนหรือแตกตางกันอยางไร 
 2. ศึกษาปจจัยและสาเหตุของการมีระดับความเขาใจ ยังไมถึงระดับที่ 5 เพื่อหาแนว
ทางแกไขและหาวิธีปองกนั 
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