
บทที่ 4  

ปริภูมิเวกเตอร (Vector Spaces) 

เวกเตอรใน 2 มิติ 

1. ความหมายของเวกเตอร 

 เวกเตอร คือ ปริมาณที่มีทั้งขนาดและทิศทาง เขียนแทนดวยสัญลักษณ , ,AB u v
 

 

ตัวอยาง 1.1  กำหนดให    2,1 , 4,5A B  และ  3,2C  จงหา ,AB AC
 

 และ BC


 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

 ให ˆ ˆ ,
a

u ai bj a b b
 
      
  


   

เราเรยีก ˆai  และ ˆbj  วา Vector component ของ u  ในทิศทางของ î  และ ĵ  

และเรียกเรียก a  และ b  วา Scalar component ของ u  ในทิศทางของ î  และ ĵ   

 

2. การเทากันของเวกเตอร 

นิยาม 2.1 เวกเตอรสองเวกเตอรใด ๆ จะเทากันก็ตอเมื่อมีขนาดเทากันและทิศทางเดียวกัน 

เชนกำหนดให ˆ ˆu ai bj   และ ˆ ˆv ci dj 
 จะไดวา u v   ก็ตอเมื่อ a c  และ b d  

ตัวอยาง 2.1  กำหนดให      0,0 , 1,2 , 4,1A B C  และ  5,3D  จงแสดงวา AB CD
 

  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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3. การบวกและการลบของเวกเตอร 

นิยาม 3.1 ถา u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ แลวผลบวกของ u  กับ v  เขียนแทนดวย u v   

ตัวอยาง 3.1  กำหนดให      0,0 , 1,2 , 4,1A B C  และ  5,3D  จงหา AB AC
 

  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

นิยาม 3.2 ถา u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ แลวผลลบของ u  กับ v  เขียนแทนดวย  u v 
 

ตัวอยาง 3.2  กำหนดให      0,0 , 1,2 , 4,1A B C  และ  5,3D  จงหา AB AC
 

  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

นิยาม 3.3 ถา u  เปนเวกเตอรใด ๆ และ k  เปนสเกลารใด ๆ แลวผลคณูของ u  กับ k  เขียนแทน

ดวย ku  

ตัวอยาง 3.3  กำหนดให ˆ ˆ3 4u i j 
 และ 2k   จงหา ku   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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4. เวกเตอรศูนย (Zero Vector) 

นิยาม 4.1 เวกเตอรที่มีขนาดเปนศูนยหรือเวกเตอรที่มีจุดเริ่มตนและจุดปลายสิ้นสุดเปนจุดเดยีวกัน 

เรียกวา เวกเตอรศูนย (Zero Vector) เขียนแทนดวย 0


 

ตัวอยาง 4.1  กำหนดให ˆ ˆ3 4u i j   จงแสดงวา  0u u 
 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

5. เวกเตอรที่ขนานกัน 

นิยาม 5.1 เวกเตอรที่ขนานกัน คือเวกเตอรท่ีมีทิศทางเดียวกันหรือมีทิศทางตรงขามกัน  

ตัวอยาง 5.1  กำหนดให ˆ ˆ4u i j 
 และ ˆ ˆ3v i kj 

 จงหา k  ที่ทำให u  // v  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 5.2  ถา ABCD  เปนสี่เหลี่ยมดานขนานมีพิกัดจุด A  เปน  1, 2  และ 

ˆ ˆ ˆ ˆ9 4 , 5AB i j AD i j    
 

 จงหาพิกัดจุด ,B C และจุด D  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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6. ขนาดของเวกเตอร 

นิยาม 6.1 ถา ˆ ˆu ai bj   ขนาดของ u  เขียนแทนดวย 2 2ˆ ˆu ai bj a b   
 

ตัวอยาง 6.1  กำหนดให ˆ ˆ3 4u i j   จงหา u  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

7. เวกเตอรหนวย (Unit Vector) 

นิยาม 7.1 ถา ˆ ˆu ai bj   เปนเวกเตอรใด ๆ ที่ไมใชเวกเตอรศูนย 
2 2

ˆ ˆu ai bj
u a b





  เปน

เวกเตอรหนวยในทิศทางของ u  

ตัวอยาง 7.1  กำหนดให  1,3A   และ  2, 7B   เปนจุดสองจุด จงหาเวกเตอรหนวยในทิศทาง

ของ AB


 และ BA


 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

8. ผลคูณเชิงสเกลาร (Scalar Product or Dot Product) 

ผลคูณเชิงสเกลาร คือ ขนาดของเงาของเวกเตอรหนึ่งท่ีทาบบนเวกเตอรหนึ่งคูณกับขนาดของเวกเตอร

นั้น 

นิยาม 8.1 ให ˆ ˆu ai bj 
 และ ˆ ˆv ci dj 

 ผลคูณเชิงสเกลารเขียนแทนดวย u v 
 นิยาม

โดย u v ac bd  
 หรือ cosu v u v    

 

ตัวอยาง 8.1 กำหนดให 6, 0u   และ 5, 5v   จงหาu v 
และมุมระหวางสองเวกเตอรนี้ 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 8.2  กำหนดให 4, 3u   และ 5, 0v   จงหา u v 
 และ v u 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 8.3  กำหนดให 3, 2u   และ 1, 5v   จงหา u v 
 และ v u 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 8.4  กำหนดให 2, 1u  
 และ 3, 6v   จงหา u v 

 และ v u 
 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
หมายเหตุ ถา 0u v 

 แลว u v 
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9. เวกเตอรภาพฉาย (Vector Projection) 

นิยาม 9.1 ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ที่ไมใชเวกเตอรศูนย และมีจุด O  เปนจุดเริ่มตนรวมกัน 

จากจุดปลายของ u  ลากตั้งฉากกับ v  ที่จุด P  จะเรียก OP


 วา ภาพฉายของ u  บน v  เขียนแทนดวย

สัญลักษณ vu 


 หรือ vproj u   นิยามโดย 

- ภาพฉายเชิงเวกเตอรของ u  บน v  คือ 2v
u vu v
v

        


 
  

- ภาพฉายสเกลารของ u  บน v  คือ v
u vu
v



   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 9.1  กำหนดให 4, 3u   และ 5, 0v   จงหาภาพฉายของ u  บน v   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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เวกเตอรใน 3 มิติ 

 เวกเตอรในสามมิติสามารถดำเนินการไดเชนเดียวกับเวกเตอรในสองมิติ และมีคุณสมบัติเพ่ิมเติมดังน้ี 

10. ผลคูณเชิงเวกเตอรหรือผลคูณไขว (Vector Product or Cross Product) 

นิยาม 9.1 ให ˆˆ ˆu ai bj ck  
 และ ˆˆ ˆv di ej fk  

 เปนเวกเตอรใด ๆ ในสามมิติ ผลคูณ

เชิงเวกเตอรเขียนแทนดวยสัญลักษณ u v   นิยามโดย 

ˆˆ ˆi j k
u v a b c

d e f
 

 

 

ตัวอยาง 10.1  กำหนดให 0, 1, 2u    และ 2, 0, 3v   จงหา u v   และ v u   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 ตัวอยาง 10.2  กำหนดให 1, 2, 3u   และ 2, 3, 4v   
 จงหา v v 

 และ u u 
 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ทฤษฎีบท 1.1 ถา ,u v
 และ w  เปนเวกเตอรใน 2R  หรือใน 3R  และ k  เปนสเกลารใด ๆ แลว 

1. u v v u    
 

2.  u v w u v u w          
 

3.  u v w u v u w          
 

4.      k u v ku v u kv          
 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ทฤษฎีบท 1.2 ถา ,u v
 และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ ใน 3R  แลว 

1.   0u u v   
 

2.   0v u v   
 

3.      u v w u w v u v w            
 

4.      u v w u w v v w u            
 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 ทฤษฎีบท 1.3 ถา , ,u v w 
 เปนเวกเตอรใด ๆ ใน 3R  และ k  เปนสเกลารใด ๆ แลว 

1.  u v v u    
 

2.      u v w u v u w          
 

3.      u v w u w v w          
 

4.      k u v ku v u kv        
 

5. 0 0 0u u   
   

 

6. 0u u 
 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ปริภูมิแบบยุดลิด n  มิติ (Euclidean n  – space) 

 

 นิยาม 1 สำหรับจำนวนเต็มบวก n  อันดับ n  ตัว(ordered n  – tuple) ของจำนวนจริง หมายถึง 

1 2 3, , , , na a a a  โดยที่ ia  เปนจำนวนจริงทุกคา 1,2, ,i n   ในบางครั้งเราอาจเขียน 

1

2

n

a
a

a

 
 
 
 
 
 
 
  


 แทน 1 2 3, , , , na a a a  

 

 นิยาม 2 สำหรับจำนวนเต็มบวก n  เซตของอันดับ n  ตัวทั้งหมดเรียกวาปริภูมิ n  มิติ (n – space) 

และเขียนแทนเซตน้ีดวย nR  กลาวคือ  

  1 2 3{ , , , , |n
n iR a a a a a R   ทุกคา 1,2, , }i n    

 เชน 2
1 2 1 2{ , | , }R a a a a R    

เรียกสมาชิก 1 2,a a  ใน 2R  วา คูอันดับ (ordered pair) แทนคำวาอันดับ 2 ตัว และเราสามารถแสดงภาพ

ทางเรขาคณิตของคูอันดับ 1 2,a a  ในระนาบ 2 มิติ  

 ดังน้ันตอไปนี้จะเรียกสมาชิก 1 2 3, , , , na a a a  ของปริภูมิ n  มิติ วาเปนจุดหรือเวกเตอรในปริภูมิ 

n  มิติ 

 

 นิยาม 3 กำหนด 1 2, , , nu u u u   และ 1 2, , , nv v v v   เปนเวกเตอรใน nR   

  1. เวกเตอร u  และ v  เทากัน (equals) ก็ตอเมื่อ 

   1 1 2 2, , , n nu v u v u v     

  2. ผลบวกของเวกเตอร u  และ v  แทนดวย u v 
 กำหนดโดย 

   1 1 2 2, , , n nu v u v u v u v        

  3. ผลคูณสเกลาร (scalar multiple) ระหวางสเกลาร k  ที่เปนจำนวนจริงกับเวกเตอร u  

แทนดวย ku  กำหนดโดย 

   1 2( , , , )nku ku ku ku   

 

 นิยาม 4 เวกเตอรศูนย (Zero Vector) ใน nR  หมายถึงเวกเตอร 0, 0, 0, ..., 0  เขียนแทนดวย 

0  กลาวคือ 0 0, 0, 0, ..., 0


  

 

 นิยาม 5 ให 1 2, , , nu u u u   เปนเวกเตอรใน nR  นิเสธของเวกเตอร u  (Negative of 

Vector u ) หมายถึงเวกเตอร 1 2, , , nu u u u       
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 ทฤษฎี 1 กำหนด 1 2, , , nu u u u  , 1 2, , , nv v v v   และ 1 2, , , nw w w w   เปน

เวกเตอรใด ๆ ใน nR  และสำหรับทุกสเกลาร ,k l  ที่เปนจำนวนจริง จะได 

  1. u v v u    
  

  2.    u v w u v w        
  

  3. 0 0u u u   
      

  4.   0u u  
    

  5.    k lu kl u 
  

  6.  k u v ku kv    
  

  7. ( )k l u ku lu    
  

  8. 1u u    

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 นิยาม 6 กำหนด 1 2, , , nu u u u   และ 1 2, , , nv v v v   เปนเวกเตอรใน nR  ผลคูณ

ภายในแบบยุคลิด (Euclidean inner product) ของ u  และ v  เขียนแทนดวย u v   กำหนดโดย 

1 1 2 2 n nu v u v u v u v       

 

 ทฤษฎี 2 สำหรับเวกเตอร , ,u v w   ใด ๆ ใน nR  และสเกลาร k  ที่เปนจำนวนจริง จะไดวา 

  1. u v v u    
  

  2.  u v w u w v w          
 

  3.    ku v k u v    
 

  4. 0u u  
  

  5. 0u u    ก็ตอเมื่อ 0u 
   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 นิยาม 7 สำหรับเวกเตอร 1 2, , , nu u u u   ใด ๆ ใน nR  คาประจำแบบยุคลิด (Euclidean 

Norm) ของเวกเตอร u  เขียนแทนดวย u   กำหนดโดย 

2 2 2
1 2 nu u u u u u          

     

 นิยาม 8 สำหรับเวกเตอร 1 2, , , nu u u u   และ 1 2, , , nv v v v   ใด ๆ ใน nR  

ระยะหางแบบยุคลิด (Euclidean Distance) ระหวางเวกเตอร u  และ v  เขียนแทนดวย  ,d u v
 กำหนด

โดย 

  2 2 2
1 1 2 2, ( ) ( ) ( )n nd u v u v u v u v u v             

 

 นิยาม 9 สำหรับเวกเตอร 1 2, , , nu u u u   ใด ๆ ใน nR  ถา 1u 
 แลวเรียก u  วา

เวกเตอรหนึ่งหนวยใน nR  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ปริภูมิเวกเตอร (Vector Spaces) 

 นิยาม 1 กำหนดให K  เปนเซต และ K    ถา  

:K K K    และ :K K K    

เปนการดำเนินการภายในเซต K  ที่มีคุณสมบัติวา ทุกสมาชิก ,a b K  และ c K  

  1. a b K   

  2. a b b a     

  3. ( ) ( )a b c a b c       

  4. มีสมาชิก 0  ใน K  เพียงตัวเดียวเทานั้นท่ีทำให 0 0a a a      

  5. มีสมาชิก a  ใน K  เพียงตัวเดียวเทานั้นที่ทำให ( ) 0 ( )a a a a        

  6. a b  เปนสมาชิกของ K   

  7. a b b a     

  8. ( ) ( )a b c a b c       

  9. มีสมาชิก 1 ใน K  เพียงตัวเดียวเทานั้นท่ีทำให 1 1a a a      

  10. ถา 0a   จะสมาชิก 1a  ใน K เพียงตัวเดยีวเทานั้นที่ทำให 1 11a a a a       

  11. ( )a b c a b a c        

แลวเราเรียก ( , , )K    เปนสนาม (Field) ภายใตการบวก (additive) “+” และการคูณ

(multiplicative) “ ” 

 ตอไปถา ( , , )K    เปนสนามเราจะเขียนยอลงโดยเขียนเฉพาะ K  เทานั้น และการคูณของสมาชิก

ใน K คือ a b  จะเขียนแทนดวย ab   

 นิยาม 2 ให V เปนเซตท่ีไมใชเซตวาง K  เปนสนาม , ,u v w 
 เปนสมาชิกใน V  และ ,k l  เปน

สมาชิกในสนาม K   

กำหนดการดำเนินการทวิภาคบนเซต V ดังนี้ 

:V V V    โดยที่ ( , )u v u v    
  

:K V V   โดยที่ ( , )k u k u     

และมีคุณสมบัติตอไปนี้ 

  1. u v V 
   

  2. u v v u    
  

  3.    u v w u v w        
 

  4. มีสมาชิก 0 V


ท่ี 0 0v v v   
     ทุกสมาชิกใน V  

  5. สำหรับแตละ v V  จะมี 0 V


 และมีเพียงตัวเดียวเทานั้นที่   0v v  
 

   

  6. k v V     

  7.    ( )k u v k u k v         

  8.    ( )k l v k v l v         

  9. ( ) ( )k l v kl v      

  10. 1 v v    
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เราจะเรียก ( , , )V    วาเปนปริภูมิเวกเตอรบนสนาม K   

 

ตัวอยาง 1 ให 1
1 2

2

0
| ,

0
a

V a a R
a

               
  

ถา 1

2

0
0
a

A
a

 
   
  

 , 1

2

0
0
b

B
b

 
   
  

 เปนสมาชิกใด ๆ ใน V  และ k  เปนจำนวนจริง 

โดยนิยามการบวกบน V  และการคูณสมาชิกใน V  ดวยจำนวนจริง k  ใด ๆ โดย 

 1 1

2 2

0
0

a b
A B

a b
       

 , 1

2

0
0
ka

k A
ka

 
   
  

  จงหาวา V  เปนปริภูมิเวกเตอร 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 2 ให { | 0}V x x   โดยนิยามการบวก การคูณดังนี้ x y xy  , kk x x   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 3 ให { | 0}V x x   โดยนิยามการบวก การคูณดังนี้ x y x y   , kk x x   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ผลรวมเชิงเสน (Linear combination) 

 นิยาม 1 เวกเตอร u  ในปริภูมิเวกเตอร V จะเปนผลรวมเชิงเสน ของเวกเตอร 1 2 3, , , , nu u u u      

ถามีสเกลาร 1 2 3, , ,…, nk k k k  ที่ทำให 

   1 1 2 2 3 3= n nu k u k u k u k u         

 

ตัวอยาง 1 ให 1 1,2, 1u  
 และ 2 6,4,2u 

 จงแสดงวา 9,2,7w   สามารถเขียนให

อยูในรูปผลรวมเชิงเสนไดหรือไม 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 2 ให 1 1,2, 1u  
 และ 2 6,4,2u 

 จงแสดงวา 4, 1,8w  
 สามารถเขียน

ใหอยูในรูปผลรวมเชิงเสนไดหรือไม 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 3 ให 2 2
1 2( ) 2 5, ( ) 2 3p x x x p x x x      และ 3( ) 3p x x   จงแสดงวา 

2( ) 4 3p x x x    สามารถเขียนใหอยูในรูปผลรวมเชิงเสนของพหุนาม 1 2( ), ( )p x p x  และ 3( )p x  ได

หรือไม 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ตัวอยาง 4 ให 
1 1
1 0

A
 
   
  

 , 
0 0
1 1

B
 
   
  

 และ 
0 2
0 1

C
 
     

  จงแสดงวา 
3 1
1 1

E
 
     

 

สามารถเขียนในรูปรวมเชิงเสนของเมทริกซ ,A B  และ C  ไดหรอืไม 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 นิยาม 2 ให 1 2 3, , , , nv v v v     เปนเวกเตอรในปริภูมิเวกเตอร V  เราจะกลาววา 1 2 3, , , , nv v v v     

เปนปริภูมิเวกเตอรแผทั่ว (span) ถาทุกเวกเตอรใน V  สามารถเขียนในรูปผลรวมเชิงเสนของ 

1 2 3, , , , nv v v v     

 

ตัวอยาง 5 ให 1,0,0i 


, 0,1, 0j 


 และ 0,0,1k 


 จงแสดงวา  , ,i j k
 

แผทั่ว 3R    

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 6 จงแสดงวา 2{1, , }x x  แผทั่ว 2( )P x   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 7 ให 1 1,1,2v 
, 2 1,0,1v 

 และ 3 2,1,3v 
 จงตรวจสอบวา 1 2 3{ , , }v v v  

  แผ

ทั่ว 3R   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 8 ให 1 1,0,2v 
, 2 0,1,0v 

 และ 3 1, 1,1v  
 จงตรวจสอบวา 1 2 3{ , , }v v v  

  

แผทั่ว 3R  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 นิยาม 3 ให 1 2{ , , , }nS v v v     เปนสับเซตที่ไมวาง ของปริภูมเวกเตอร V  จะกลาววา S  เปน

อิสระเชิงเสน ก็ตอเมื่อ ถา 1 1 2 2 0n na v a v a v       แลว 1 2 0na a a      

 

ตัวอยาง 9 ให  1,1 , 1,2S   จงพิจารณาวา S  เปนอิสระเชิงเสนใน 2R  หรือไม 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

ตัวอยาง 10 ให  1, 2, 3 , 5,6, 1 , 3,2,1S     จงพิจารณาวา S  เปนอิสระเชิงเสนใน 
3R  หรือไม 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 11 ให 2
1( ) 2 3p x x x   , 2

2 2 8p x x    และ 2
3( ) 8 7p x x x    

เปนอิสระเชิงเสนใน 2( )P x     

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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 นิยาม 4 ให B  เปนสับเซตท่ีไมวาง ของปริภูมิเวกเตอร V  จะกลาววา B  เปนฐาน(Basis) สำหรับ 

V  ก็ตอเมื่อ  

  1. B  แผทั่ว V  

  2. B  เปนอิสระเชิงเสน 

 

ตัวอยาง 12 จงแสดงวา 2{1,1 ,1 }B x x    เปนฐานสำหรับ 2P  หรือไม 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 13 ให 1,2u   และ 3,5v   เปนฐานสำหรับ 2R  หรือไม 
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