
บทที่ 3 

ระบบสมการเชิงเสนและเมทริกซ 
 

1. ระบบสมการเชิงเสน  

1.1 สมการเชิงเสน 

สมการเชิงเสน คอืสมการที่แตละพจนมีเพียงคาคงตัว หรือเปนผลคูณระหวางคาคงตวักับตัวแปรยก

กำลังหนึ่ง ซึ่งจะมีดีกรีของพหุนามเทากับ 0 หรือ 1 สมการเหลานี้เรียกวา "เชิงเสน" รูปแบบท่ัวไปของ

สมการเชิงเสนในตัวแปร x  และ y  คือ y mx c    

ตัวอยาง 1.1 จงพิจารณาวาสมการตอไปนี้เปนสมการเชิงเสนหรือไม 

1. 2 3 5y x   

2. 1 11x
y

   

3. siny x  

4. 22 3 5 0y x    

5. 2x   

6. 5 1ye x   

7. 1 5 12
2
x y   

8. lny x  

9. 2 1x y   

10. 1xy   

1.2 ระบบสมการเชิงเสน 

ระบบสมการเชิงเสน หมายถึงชุดของสมการเชิงเสนของตัวแปร 1 2 3, , ,..., nx x x x  ซึ่งมีจำนวน

สมการจำกัด รูปทั่วไปของระบบสมการเชิงเสนที่มี m  สมการและ n  ตัวแปร เขียนไดดังนี้  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

n n

n n

a x a x a x b
a x a x a x b

   
   




 

       
1 1 2 2m m mn n ma x a x a x b      

โดยที่ ija  และ ib  เปนคาคงที่ สำหรับทุก 1, 2, 3,...,i m  และ 1, 2, 3,...,j n  

ตัวอยาง 1.2 ระบบสมการเชิงเสน 

1. 2 3 5y x   

   3 7y x   

2. 2 2y x   

2 4y x   

3. 1 2 35 10 20 40x x x    

       1 2 32 4 8x x x    
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2. เมทริกซแตงเติม (Augmented matrix) 

พิจารณาระบบสมการเชิงเสนท่ีมี m  สมการและ n  ตัวแปร  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

n n

n n

a x a x a x b
a x a x a x b

   
   




 

      
1 1 2 2m m mn n ma x a x a x b      

ซึ่งทำใหเราสามารถเขียนระบบสมการเชิงเสนขางตนไดในรูปของสมการเมทริกซ AX B  ดังนี้ 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

n

n

m m mn n m

a a a x b
a a a x b

a a a x b

     
     
     
          
     
     
          




     


  

 

โดยที ่

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
   
 
 
  




   


  เรียกวา เมทริกซสัมประสิทธิ์ 

1

2

n

x
x

X

x

 
 
 
   
 
 
  


  เรียกวา เมทริกซตัวแปร 

1

2

m

b
b

B

b

 
 
 
   
 
 
  


  เรียกวา เมทริกซคาคงที่ 

เราเรยีกเมทริกซ :A B     วา เมทริกซแตงเติม (Augmented matrix) 

.

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

:

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

A B

a a a b

 
 
 
         
 
  




    


. 

ตัวอยาง 2.1 จงหาเมทริกซแตงเติมของระบบสมการตอไปนี้ 

1.                3 2 5
3 7
x y
x y
 

    

2.      1 2 3

1 2 3

5 2 4
3 2 4 13
x x x
x x x

  
    

3. 
1 2 3 4

2 3 4

1 3 4

2 5 1
4 11 2
2 3 5 3

x x x x
x x x
x x x
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3. การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน 

3.1 การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผัน 

ถาA  เปนเมทริกซจัตุรัสมิติ n  แลวAX B จะเปนระบบสมการเชิงเสนที่มี n  สมการและ n  ตัวแปร  

สมมุติใหA  เปนเมทรกิซที่หาตัวผกผันได และให 1A  เปนเมทริกซผกผันของเมทริกซ A  

จาก  AX B  จะได 

 
 

1 1

1 1

1

1
n

A AX A B
A A X A B

I X A B
X A B

 

 










 

ดังน้ัน 1A B  เปนผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน ซึ่งมีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวเทานั้น 

นั่นคือถาA  เปนเมทริกซไมเอกฐานแลวระบบสมการเชิงเสน AX B  จะมีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว 

ตัวอยาง 3.1 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิเสน 

1. 
3 2 5
3 7
x y
x y
 

    

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

2.  
2 3 3

2 4 7
3 3 5 8

x y z
x y z
x y z

  
  
  

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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3.2 การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนโดยกฎของคราเมอร (Cramer’s Rule) 

ถา  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

n n

n n

a x a x a x b
a x a x a x b

   
   




 

   
          1 1 2 2m m mn n ma x a x a x b      

 

เปนระบบสมการซึ่งมี n  สมการและ n  ตัวแปร และให ijA a      เปนเมทรกิซสัมประสิทธิ์ 

ซึ่งทำใหสามารถเขียนระบบสมการขางตนไดในรูป AX B  เมื่อ 

1

2

n

b
b

B

b

 
 
 
   
 
 
  


  ถา | | 0A    

แลวจะไดวา ระบบสมการนี้มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวดังนี้ 

 1
1

| |
| |
A

x
A

  , 2
2

| |
| |
A

x
A

 , 
| |

,
| |

n
n

A
x

A
    

โดยที่ iA  เปนเมทรกิซซึ่งไดจากเมทริกซ A   โดยการแทนท่ีหลักที่ i  ของ A  ดวยเมทริกซ B   

ตัวอยาง 3.2 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิเสน 

1.  1 23 2 5x x   

1 23 7x x     

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

2.  1 2 32 3 3x x x    

 1 2 32 4 7x x x    

1 2 33 3 5 8x x x    

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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3.3 การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนโดยใชการกำจัดตัวแปรดวยวิธีของเกาสและและชอรดอง 

(Gauss – Jordan elimination) 

การหาผลเฉลยดวยวิธีนี้ สามารถใชกับระบบสมการเชิงเสน AX B  ที่มี m  สมการและ n  ตัว

แปรได โดยพิจารณาจากเมทริกซแตงเติม :A B     แลวใชการดำเนินการตามแถวขั้นมูลฐานจนไดเมริกซ

ขั้นบันไดตามแถว หรือเปนเมทริกซข้ันบันไดลดรูปตามแถว 

ตัวอยาง 3.3 จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิเสน 

1.  
1 2

1 2

3 2 5
3 7
x x
x x
 

    

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

2.  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3
2 4 7

3 3 5 8

x x x
x x x
x x x

  
  
  

 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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4. การพิจารณาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน 

 นิยาม 4.1 ให A  เปนเมทริกซใด ๆ คาลำดับชั้น (rank) ของ A  คือจำนวนแถวท่ีไมเปนศูนย

ทั้งหมดของเมทริกซขั้นบันไดตามแถวซึ่งสมมูลกับ A  เขียนแทนดวย rank( )A  

ตัวอยาง 4.1 ให 
1 2 3
3 1 2
5 3 4

A

  
   
   

  จงหา rank( )A  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

ทฤษฎีบท 4.1 ให AX B  เปนระบบสมการเชิงเสน ซึ่งมี m  สมการและ n  ตัวแปร แลวขอใด

ขอหน่ึงตอไปนี้จะเปนจริง 

 1. ถา  rank : rank( )A B A      แลวระบบสมการเชิงเสน AX B  ไมมีผลเฉลย 

 2. ถา  rank : rank( )A B A n       แลวระบบสมการเชิงเสน AX B  มีผลเฉลยเพียง 

ผลเฉลยเดยีว 

 3. ถา  rank : rank( )A B A n       แลวระบบสมการเชิงเสน AX B  มีผลเฉลยเปน

จำนวนอนันต 

ตัวอยาง 4.2 กำหนดให 
2 3 1

3 2 7
5 3 4 2

x y z
x y z

x y z

  
  

  
  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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ตัวอยาง 4.3 กำหนดให 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3
2 4 7

3 3 5 8

x x x
x x x
x x x

  
  
  

  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

ตัวอยาง 4.4 กำหนดให 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3
2 1

0
2 2 1

x x x
x x x
x x x
x x x

  
  
  
  

  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 
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ตัวอยาง 4.5 กำหนดให 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3 4

2 2 1
3 2 6 2

1
6 9 2

5 2 8 3

x x x x
x x x x
x x x x

x x x
x x x x

   
   
   

  
   

  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

ตัวอยาง 4.6 กำหนดให 
1 2 3 4

1 3 4

1 2 3

2 6 4 2 4
5

3 2 2 2

x x x x
x x x

x x x

   
  

   
  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………….. 


