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บทที่ 1  

เมทริกซ(Matrices) 
 

1. สมบัติทางพีชคณิตของการดำเนินการบนเมทริกซ 
 

บทนิยาม 1.1 เมทริกซ (Matrix) คือการจัดเรียงจำนวนใด ๆ ในรปูของแถว (row) และหลัก (column) เปน

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากฉายในเครื่องหมาย [ ] หรือ ( ) ดังนี้ 
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 
 
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 
 
  




   


 

 เรียก ija  วา สมาชิก (element หรือ entry) ในแถวที่ i  และหลักที่ j  ของเมทริกซ A  โดยที่ 

1,2,3, ,i m   และ 1,2,3, ,j n   ถาเมทริกซ A  ประกอบดวย m  แถวและ n  หลักเราจะกลาววา 

A  เปนเมทรกิซมิติ (dimension) หรืออันดับ (order) m n  เขียนแทนดวยสัญลักษณ ij m n
A a


       
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A
      
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C

 
 
 
   
 
 
  

  
1 3
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3 0

D

  
   
 
  

 

 

บทนิยาม 1.2 เมทริกซที่มีมิติ 1 n  ซึ่งเปนเมทริกซที่มีสมาชิก 1 แถว เรยีกวา เมทริกซแถว (row matrix) 

หรือเวกเตอรแถว (row vector) และเมทรกิซที่มีมิติ 1m  ซึ่งเปนเมทรกิซที่มีสมาชิก 1 หลัก เรียกวา       

เมทริกซหลัก (column matrix) หรือเวกเตอรหลัก (column vector) 
 

บทนิยาม 1.3 เมทริกซที่มีสมาชิกทุกตัวเปนศูนย เรียกวา เมทริกซศูนย(zero matrix) เขียนแทนดวย 0   
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A
 
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0 0
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B
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   
 
  
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C

 
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   
 
  

  

 

บทนิยาม 1.4 ให ij m n
A a


      ถา m n  แลวเราจะกลาววา A  เปนเมทริกซจัตุรัส (square matrix)     

มิติ n  สำหรับเมทริกซจัตุรสั A  มิติ n  เรานิยมเขียนแทนดวยสัญลักษณ nA   

3 2
1 0

E
 
   
  

  เปนเมทริกซจัตุรสัมิติ 2  หรือ 2E    

 

บทนิยาม 1.5 กำหนดให ij m n
A a


      และ ij m n

B b


      เมทริกซ A  จะเทากับเมทริกซ B  ก็ตอเมื่อ A  

และ B  มีมิติเดียวกัน และ ij ija b  สำหรับทุกคา 1,2,3, ,i m   และ 1,2,3, ,j n   เขียนแทน

ดวย A B   

 ถา A  ไมเทากับ B  เขียนแทนดวย A B   
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บทนิยาม 1.6 กำหนดให ij m n
A a


      และ ij m n

B b


      ผลบวกของ A  และ B  เขียนแทนดวย 

A B   
 นิยามโดย ij ij ij ijm n m n m n

A B a b a b
  

                      

1 2 3 2 1 3
4 5 6 5 6 4
                  

 

 

บทนิยาม 1.7 กำหนดให  ij m n
A a


      และ c  เปนสเกลารใด ๆ ผลคูณระหวางสเกลาร c  และเมทริกซ 

A  เขียนแทนดวย cA   

 นิยามโดย [ca ]ij m ncA   และเราจะเขียน A  ดวย ( 1)A   

 

บทนิยาม 1.8 กำหนดให ij m n
A a


     และ ij m n

B b


     ผลตางระหวางเมทรกิซ A  และ B  เขียนแทน

ดวย A B   

 

บทนิยาม 1.9 ถา ij m n
A a


     และ ij n p

B b


      แลวผลคูณของเมทริกซ A  และ B  เขียนแทนดวย 

AB  คือเมทริกซ [c ]ij m pC   โดยที่ 1 1 2 2
1

n

ij ik kj i j i j in nj
k

c a b a b a b a b


        

 นั้นคือ [ ]ij m pAB c   โดยที่ 
1

n

ij ik kj
k

c a b


   

2 4 0
3 2 4

1 2 3
2 1 3

1 3 2

                

  

 

2 3 0 0
1 1 2 3
   
             

  

 

0 0 2 3
2 3 1 1
   
             

 

 

ทฤษฎีบท 1.1 ถา Aและ B เปนเมทริกซมิติ m n  แลว A B B A     

พิสูจน ให ij m n
A a


      และ ij m n

B b


      

 จากนิยามการบวกเมทรกิซ จะได ij ij m n
A B a b


       

 เนื่องจาก ija  และ ijb  เปนจำนวนจริง ซึ่งมีสมบัติสลับที่ 

 ดังน้ัน  ij ij m n
A B a b


       

         ij ij m n
b a


      

         B A   
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ทฤษฎีบท 1.2 ถา ,A B  และ C  เปนเมทริกซมิติ m n  แลว ( ) ( )A B C A B C       

พิสูจน 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ทฤษฎีบท 1.3 ถา A  เปนเมทรกิซมิติ m n  แลวจะมี 0  มิติ m n  ที่ทำให 0 0A A A     

เรียก 0  วาเอกลักษณการบวกของ A  

พิสูจน 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ทฤษฎีบท 1.4 ถา A เปนเมทริกซใด ๆ จะมีเมทริกซ B  ท่ีมีมิติเทากับ A ที่ทำให 0A B   เรียกเมท

ริกซ  B วา ตัวผกผัน(inverse) การบวกของ A  เขียนแทนดวย A  

พิสูจน 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ทฤษฎีบท 1.5 ถา Aและ B เปนเมทริกซมิติ m n  และถา   และ   เปนสเกลารใด ๆ แลวจะไดวา 

1. ( )A A A        

2. ( )A B A B       

3. ( ) ( ) ( )A A A        
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ทฤษฎีบท 1.6 ถา ,A B  และ C เปนเมทรกิซซึ่งสามารถหาAB และ BC  ไดแลว จะไดวา 

( ) ( )AB C A BC   
พิสูจน  ให [ ]ij m nA a  ,  [b ]ij n pB   และ [C ]ij p qC   

   ( ) [a ] [ ]ij m n ij n p ij p q
A BC b c  

       

             
1

[a ]
p

ij m n ik kj
k n q

b c
 

 
    
  

   
1 1

pn

il lk kj
l k m q

a b c
  

          
   

    
1 1

pn

il lk kj
l k m q

a b c
  

 
    
  

    
1 1

p n

il lk kj
k l m q

a b c
  

 
    
  

   
1 1

p n

il lk kj
k l m q

a b c
  

          
   

   
1

n

il lk kj p ql m p

a b c
 

          
  

    [a ] [ ]ij m n ij n p ij p q
b c  

      

   ( )AB C   
 

ทฤษฎีบท 1.7 ถา A เปนเมทริกซมิติ m n , B เปนเมทรกิซมิติ n p  และ   เปนสเกลารใด ๆ แลว 

( ) ( ) ( )AB A B A B      
พิสูจน 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 



6 
 
ทฤษฎีบท 1.8  1. ถา B  และ C  เปนเมทริกซมิติ n p  และ A  เปนเมทริกซมิติ m n  แลว 

( )A B C AB AC     
  2. ถา A  และ B  เปนเมทรกิซมิติ m n  และ C  เปนเมทรกิซมิติ n p  แลว 

( )A B C AC BC    
พิสูจน 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ทฤษฎีบท 1.9 ถา A  เปนเมทริกซมิติ m n  แลว 0 0A    และ 0 0A   

พิสูจน 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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2. การแบงสวนยอยของเมทริกซ 

บทนิยาม 2.1 ให A  เปนเมทริกซใด ๆ เมทริกซยอย (Submatrices) ของ A  คือเมทรกิซที่ไดจากการตัด

แถวบางแถวหรือตัดหลักบางหลักของเมทริกซ A  ออกไป 

ตัวอยาง 2.1 ให 

0 1 2 3
1 5 6 7
2 3 4 0
4 2 1 3

A

 
 
      
    

 

a. ถาตดัแถวที่ 1 และหลักที่ 1 ของเมทริกซ A  ออกไปจะไดเมทริกซยอย คือ 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

b. ถาตดัแถวที่ 2, 3 และหลักที่ 3, 4 ของเมทริกซ A  ออกไปจะไดเมทริกซยอย คือ 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

c. ถาตดัแถวที่ 1, 2, 3 ของเมทริกซ A  ออกไปจะไดเมทริกซยอย คอื 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

d. ถาตดัหลักท่ี 2, 3, 4 ของเมทริกซ A  ออกไปจะไดเมทริกซยอย คือ 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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A  เปนเมทรกิซใด ๆ เราอาจเขียน A  ในรูปเมทรกิซยอย เชน 

ตัวอยาง 2.2 ให 
1 2 4 6 7
3 1 0 3 2
5 4 6 8 9

A

  
   
   

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ตัวอยาง 2.3 ให 

3 1 0
2 1 0 0

4 2 0
4 3 0 0 ,

0 0 1
0 0 1 0

0 0 0

A B

              
   
       

 จงหา AB  ในรูปผลคณูของเมทริกซยอย 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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3. เมทริกซสลับเปลี่ยน 

บทนิยาม 3.1 ให A  เปนเมทริกซมิติ m n  เมทริกซสลับเปลี่ยน (transpose of a matrix) ของ A  

เขียนแทนดวย tA  คือเมทริกซมิติ n m  ท่ีไดจากการสลับที่กันระหวางแถวและหลักของเมทริกซ A  

 นั่นคือ ถา [ ]ij m nA a   สำหรับทุก 1,2, ,i m   และ 1,2, , nj   แลว 

[ ] [ ]t t
ij m n ji n mA a a    สำหรับทุก 1,2, ,ni    และ 1,2, ,mj     

 

1 2
1 3
2 4

A

 
 
   
   

    tA    

 

ทฤษฎีบท 3.1 ถา A  และ B  เปนเมทรกิซท่ีสามารถบวกหรือคูณกันได และ k  เปนสเกลารใด ๆ จะไดวา 

1. ( )t tA A   

2. ( )t t tA B A B     

3. ( )t t tAB B A   

4. ( ) ( )t tkA k A   
…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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4. เมทริกซทแยงมุม 

บทนิยาม 4.2 ให [ ]ijA a  เปนเมทริกซจัตุรัสมิติ n  เรียกสมาชิก 11 22, , , nna a a  วาเสนทแยงมุมหลัก

(main diagonal) ของ A 

 
1 2 3
1 6 4
2 5 9

A

 
 
   
 
  

  เสนทแยงมุมหลักของ A  คือ 

 

บทนิยาม 4.2 ให [a ]ijA   เปนเมทริกซจัตุรัสมิติ n  เรียกเมทริกซ A  วา เมทริกซทแยงมุม (diagonal 

matrix) ถา 0ija   สำหรับทุก i j   

 และเรียกเมทริกซทแยงมุมที่สมาชิกในเสนทแยงมุมหลักเทากันนั่นคือ 

11 22 33 nna a a a     วา เมทริกซเชิงสเกลาร (scalar matrix) 

 

 
1 0 0
0 6 0
0 0 9

A

 
 
   
 
  

   
6 0 0
0 6 0
0 0 6

B

 
 
   
 
  

 

 

5. เมทริกซเอกลักษณ 

บทนิยาม 5.1 ให [ ]n ijI a  เปนเมทริกซเชิงสเกลาร เรียกเมทริกซ nI  วาเมทริกซเอกลักษณ (identity 

matrix) ถา 1iia   และ 0ija   สำหรับทุก i j   

2 3

1 0 0
1 0

, 0 1 0
0 1

0 0 1
I I

 
                

 

ทฤษฎีบท 5.1 ถา A  เปนเมทริกซมิติ m n  แลว nAI A  และ mI A A   

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

1 0 2 0 4
0 1 3 1 1
   
             
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6. เมทริกซสามเหลี่ยม 

บทนิยาม 6.1 ให [ ]ijA a  เปนเมทริกซจัตุรัสมิติ n  เรียก A  วาเปนเมทริกซสามเหลี่ยมบน (upper 

triangular) ถา 0ija   สำหรับทุก i j   

 
1 4 6
0 2 5
0 0 3

A

 
 
   
 
  

  

 และเรียก A วา เปนเมทรกิซสามเหลี่ยมลาง (lower triangular) ถา 0ija   สำหรับทุก i j  

1 0 0
4 2 0
6 5 3

B

 
 
   
 
  

 

 

7. เมทริกซสมมาตรและเมทริกซสมมาตรเสมือน 

 บทนิยาม 7.1 ให [ ]ijA a  เปนเมทริกซจัตุรัสมิติ n  เรียก A  วาเปนเมทริกซสมมาตร 

(symmetric matrix) ถา tA A   

 บทนิยาม 7.2 ให [ ]ijA a  เปนเมทริกซจัตุรัสมิติ n  เรียก A  วาเปนเมทริกซสมมาตรเสมือน 

(skew symmetric matrix) ถา tA A   

 
3 1 2 3 1 2
1 4 7 , 1 1 3
2 7 5 2 3 2

A B

      
        
         

  

 

ทฤษฎีบท 7.1 ถา A  เปนเมทริกซจัตุรสัมิติ n  แลวจะไดวา 

1. tAA  เปนเมทรกิซสมมาตร 

2. tA A  เปนเมทรกิซสมมาตร 

3. tA A  เปนเมทริกซสมมาตรเสมือน 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ทฤษฎีบท 7.2 ถา A  และ B  เปนเมทรกิซสมมาตรมิติ n  แลว 

1. kA  เปนเมทรกิซสมมาตร สำหรับทุก k N   

2. A B  เปนเมทริกซสมมาตร 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

8. เมทริกซไมเอกฐานและเมทริกซเอกฐาน 

บทนิยาม 8.1 ให A  เปนเมทริกซจัตุรัสมิติ n  จะกลาววา A  มีตัวผกผัน หรือ A  เปนเมทริกซไมเอกฐาน

(non-singular matrix) ถาเราสามารถหาเมทริกซจัตุรัส B  มิติ n  ที่ทำให nAB BA I   เรียกเมทริกซ 

B  วา ตัวผกผันของ A  ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ 1A  นั่นคือ 1B A   

 ดังน้ันจะไดวา ถา A  เปนเมทริกซไมเอกฐานมิติ n  แลว 1 1
nAA A A I    และถา A  ไมมีตัว

ผกผันแลว เรียก A  วาเปนเมทริกซเอกฐาน(singular matrix) 

ตัวอยาง 8.1 ให 
a b

A
c d
 
   
  

 จงหาตัวผกผันของ A  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ทฤษฎีบท 8.1 ถา A  เปนเมทริกซไมเอกฐานแลว ตัวผกผันของ A  จะมีเพียงตัวเดียวเทานั้น 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

ทฤษฎีบท 8.2 ถา A  และ B  เปนเมทรกิซไมเอกฐานมิติ n  แลว AB  เปนเมทริกซไมเอกฐานมิติ n  และ 
1 1 1( )AB B A     

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ทฤษฎีบท 8.3  ถา A  เปนเมทริกซไมเอกฐานมิติ n  แลวจะไดวา 

1. 1 1(A ) A     

2. 1 1( ) ( )t tA A    

3. kA  เปนเมทริกซไมเอกฐานมิติ n  และ 1 1 1( )kA k A     

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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9. การดำเนินการขั้นมูลฐานและเมทริกซมูลฐาน 

 การดำเนินการตามแถว(หลัก) ข้ันมูลฐานของเมทริกซใด ๆ ทำได 3 แบบดังน้ี 

 

บทนิยาม 9.1 ให A  เปนเมทริกซใด ๆ การดำเนินการตามแถว(หลัก) ขั้นมูลฐาน(elementary 

row(column) operation) ของเมทริกซ A  คือการดำเนินการอยางใดอยางหนึ่งตอไปนี้ 

 1. การสลับที่ระหวางแถว(หลัก) ที่ i  กับแถว(หลัก) ที่ j  ของเมทริกซ A  เขียนแทนดวย 

( )i j i jR R C C  เรยีกวา การดำเนินการข้ันมูลฐานแบบที่ 1 (type I operation) 

 2. การคูณแถว(หลัก) ที่ i  ของเมทริกซ A  ดวยจำนวนจริง k  ที่ไมเทากับศูนย เขียนแทนดวย 

( )i i i iR kR C kC   เรียกวา การดำเนินการข้ันมูลฐานแบบที่ 2 (type II operation) 

 3. การคูณแถว(หลัก) ที่ i  ของเมทริกซ A  ดวยจำนวนจริง k  ที่ไมเทากับศูนย แลวนำไปบวกกับ

แถว(หลัก) ที่ j  ของเมทริกซ A  เขียนแทนดวย ( C )j i j j i jR kR R C kC     เรียกวา การ

ดำเนินการขั้นมูลฐานแบบที่ 3 (type III operation)  

 

ตัวอยาง  9.1 
1 2 1
0 3 2
4 1 3

A

  
   
 
  

  

 

  
4 1 3
0 3 2
1 2 1

B

 
 
   
   

  1 3R R   

 

  
1 2 1
0 9 6
4 1 3

C

  
   
 
  

 2 23R R   

 

  
1 2 1
0 3 2
6 5 1

D

  
   
 
  

 3 1 32R R R    

 

  
1 4 1
0 6 2
4 2 3

E

   
    
   

 2 22C C   

 

  
1 2 2
0 3 2
4 1 15

F

 
 
   
 
  

 3 1 33C C C    
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บทนิยาม 9.2 เมทริกซ A  สมมูลตามแถว(หลัก) (row(column) equivalent) กับเมทริกซ B  ถาเมทริกซ 

B  ไดมาจากการดำเนินการตามแถว(หลัก)ข้ันมูลฐานบนเมทริกซ A  เปนจำนวนครั้งจำกัด 

 เมทริกซ A  สมมลูตามแถว(หลัก)กับเมทริกซ B  เขียนแทนดวย 
( )R C

A B   

ตัวอยาง  9.2 ให 
1 3
3 4

A
 
     

  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

บทนิยาม 9.3 เมทริกซ A  สมมลู (equivalent) กับเมทริกซ B  ถาเมทริกซ B  ไดมาจากการดำเนินการ

ตามแถวหรือตามหลักขั้นมูลฐาน หรือท้ังสองอยางบนเมทริกซ A  เปนจำนวนครั้งจำกัด 

 เมทริกซ A  สมมลูตามแถว(หลัก)กับเมทริกซ B  เขียนแทนดวย A B   

ตัวอยาง 9.3 ให 
1 2 3
2 4 1
0 3 5

A

 
 
    
   

  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

บทนิยาม 9.4 ถา [ ]ij m pA a   และ [ ]ij p nB b   แลวจะไดวา 

  1. [แถวที่ i  ของ AB ]   [แถวที่ i  ของ A ]B  

  2. [หลักที่ j  ของ AB ]   A  [หลักที่ j  ของ B ]  

ตัวอยาง 9.4 ให 
1 2 0
3 1 2
0 4 3

A

  
   
   

 และ 
4 3
1 0
2 1

B

 
 
   
 
  

  จงหาแถวที่ 2 ของ AB  

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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10. เมทริกซขั้นบันไดตามแถวและเมทริกซข้ันบันไดลดรูปตามแถว 

 

บทนิยาม 10.1 เมทริกซ A  มิติ m n  จะเรียกวาเปนเมทริกซข้ันบันไดตามแถว (row echelon matrix) 

ถา A  มีสมบัติดังน้ี 

  1. แถวที่มีสมาชิกทุกตัวเปนศูนย(ถามี) จะอยูดานลางของเมทริกซ 

  2. สมาชิกตัวแรกในแถวใด ๆ ที่ไมเปนศูนยจะเทากับ 1 เรียก 1 วาตัวนำ 1 

  3. สำหรับแถวสองแถวใดที่ติดกันและมีตัวนำ 1 อยู ตัวนำ 1 ในแถวบนจะอยูเยื้องไปทาง

ขวามือของแถวลาง 

ตัวอยาง 10.1 ให 
1 3 0
0 0 0
0 0 1

A

 
 
   
 
  

  
1 2 0 4
0 0 1 0
0 1 0 2

B

 
 
   
 
  

   
1 3 0 2
0 1 4 0
0 0 0 1

C

 
 
   
 
  

  

  
1 0 0 3
0 3 1 0
0 0 0 0

D

 
 
   
 
  

  

1 2 0 4
0 0 1 5
0 0 0 0
0 0 0 0

E

  
 
   
 
 
  

   
1 0 0
0 1 0
0 0 1

F

 
 
   
 
  

  

 

บทนิยาม 10.2 เมทริกซ A  มิติ m n  จะเรียกวา เมทริกซขั้นบันไดลดรูปตามแถว(reduced row 

echelon matrix) ก็ตอเม่ือ 

 1. A  เปนเมทรกิซขั้นบันไดตามแถว  

 2. ถาตัวนำ 1 ในแตละแถวอยูในหลักใด สมาชิกตัวอื่นในหลักนั้นจะตองเปนศูนย 

ตัวอยาง 10.2 ให 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

A

 
 
 
   
 
 
  

  
1 3 0 2
0 1 0 1
0 0 0 0

B

 
 
   
 
  

  
1 0 0
0 0 1
0 1 0

C

 
 
   
 
  

   

  
1 0 3
0 1 0
0 0 1

D

 
 
   
 
  

  
1 0 4 9
0 1 6 0
0 0 0 0

E

 
 
   
 
  

  

  



19 
 
 ในการหา 1A  ของเมทริกซจัตุรัส A  มิติ n  ใหเริ่มตนจากเมทริกซ [ : ]nA I  แลวทำการดำเนินการ

ตามแถวขั้นมูลฐานบนเมทริกซ [ : ]nA I  จนทำใหเมทริกซ [ : ]nA I  เปลี่ยนไปเปนในรูป [ : ]nI B  จะไดวา 

1B A   

ตัวอยาง 10.3  ให 
1 2 3
2 5 3
1 0 8

A

 
 
   
 
  

  จงหา 1A  ถามี 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 10.4  ให 
1 2 3
1 2 1
5 2 3

A

  
   
    

  จงหา 1A  ถามี 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 


