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บทที่ 4  

การประมาณคาในชวง 

 

การใชงานขอมูลสำรวจระยะไกลมีความนิยมอยางมากสำหรับงานทางดานภูมิสารสนเทศในปจจุบัน 

กอนการนำขอมูลจากภาพถายดาวเทียมไปใชประโยชน มีความจำเปนตองปรับแกเชิงเรขาคณิตเพ่ือลด

ขอบกพรองทางเคร่ืองรบัสัญญาณและรูปลักษณะของวัตถุ ข้ันตอนหนึ่งท่ีสำคัญคือการประมาณคาของจุดภาพ 

หรือคาความสวางของจุดภาพใหม วิธีการที่ใชไดแก การประมาณคาจากตำแหนงใกลสุด (Nearest neighbor 

interpolation) การประมาณคาแบบเสนคู (Bi-linear interpolation) และการประมาณคาแบบการประสาน

เชิงลูกบาศก (Cubic convolution interpolation) หลังการปรับแกคาความสวางจะทำใหขอมูลเกิดความ

เรียบตอเนื่อง แตอาจมีรายละเอียดลดลงจากขอมูลภาพเริ่มตน 

 

 
 

รูปที่ 4.1 : พ้ืนผิวที่ผานกระบวนการคำนวณคาความสวางของจุดภาพใหม 
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การปรับคาของจุดภาพขางตนเปนตัวอยางหนึ่งของการประยุกตใชการประมาณคาในชวงซึ่งเราจะ

กลาวถึงแนวคิดดังกลาวในบทนี้ การประมาณคาในชวง (interpolation) เปนกระบวนการสรางพหุนามที่มี

กราฟผานขอมูลที่กำหนด  

ถามีขอมูลตัวเลขมาชุดหนึ่ง (อาจมาจากการวัดหรือการทดลอง) ตองการทราบคาอ่ืนท่ีไมไดทำการวัด

ในชวงท่ีวัดขางตน จะประมาณคาเหลานั้นข้ึนมา โดยการประมาณคานั้นจะสมมุติวา พฤติกรรมของขอมูลที่ได 

สามารถประมาณไดดวยฟงกชันพหุนาม เรียกการประมาณคานี้วา การประมาณคาในชวง (Interpolation) ถา

จำนวนขอมูลท่ีวัดไดมีมากพอจะทำใหการประมาณฟงกชันพหุนามใกลเคยีงกับพฤติกรรมของฟงกชันจริงที่เปน

ตัวแทนของขอมูล และทำใหการประมาณคาขอมูลคาอื่นที่ไมไดทำการวัดมีคาใกลเคียงกับคาที่ควรจะเกิดขึ้น

จริง ๆ 

4.1 พหุนามลากรางจ (Lagrange Polynomial) 

ถาทราบจุดขอมูล 2 จุดคือ 0 0( , ( ))x f x  และ 1 1( , ( ))x f x  ตองการหาพหุนาม ดีกรีหนึ่ง 1( )p x  (คอื

เสนตรง) ท่ีผานทั้งสองจุด จะไดสมการเสนตรงท่ีผานจุดทั้งสองคือ 

1 0
0 1

0 1 1 0

( ) ( ) ( )
x x x x

p x f x f x
x x x x
 

 
 

 

เมื่อ 0x x  จะได 

0 1 0 0
1 0 0 1

0 1 1 0

0

( ) ( ) ( )

( )

x x x x
p x f x f x

x x x x
f x

 
 

 


 

เมื่อ 1x x  จะได 

1 1 1 0
1 1 0 1

0 1 1 0

1

( ) ( ) ( )

( )

x x x x
p x f x f x

x x x x
f x

 
 

 


 

จะไดพหุนาม 1( )p x  ที่มีสมบัติตามตองการ 

 ถากำหนดให 1
1,0

0 1

( )
x x

L x
x x





  และ  1
1,1

1 0

( )
x x

L x
x x





 จะไดวา 

 

1 1,0 0 1,1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x L x f x L x f x   
 

ถาทราบจุดขอมูล 3 จุดคือ 0 0 1 1( , ( )), ( , ( ))x f x x f x  และ 2 2( , ( ))x f x  แลวจะสรางพหุนาม ดีกรี 2 

ที่ผานทั้งสามจุดไดคือ 

1 2 0 2 0 1
2 0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
x x x x x x x x x x x x

p x f x f x f x
x x x x x x x x x x x x

     
  

     
 

 ถากำหนดให 1 2 0 2
2,0 2,1

0 1 0 2 1 0 1 2

( )( ) ( )( )
( ) , ( )

( )( ) ( )( )
x x x x x x x x

L x L x
x x x x x x x x

   
 

   
   

และ 0 1
2,2

2 0 2 1

( )( )
( )

( )( )
x x x x

L x
x x x x
 


 

 จะไดวา 

 

2 2,0 0 2,1 1 2,2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p x L x f x L x f x L x f x    
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ทำนองเดียวกันเมื่อทราบขอมูล 1n   จุดจะสามารถสรางพหุนามดีกรี n  ได ดังนี ้

 

นิยาม 4.1 พหุนามลากรองจ (Lagrange Polynomial) อันดับ n  คือ 

,
0

( ) ( ) ( )
n

n n k k
k

p x L x f x


  

เมื่อ  

0,
,

0,

( )
( )

( )

n

j
j j k

n k n

k j
j j k

x x
L x

x x

 

 









 

 

ตัวอยาง 4.1 กำหนดชุดขอมูลดังตาราง 

x  4.1 6.1  
( )f x  7.1 2.3  

 

จงหาพหุนามที่ประมาณคาในชวงของชุดขอมูลในตารางขางตนพรอมทั้งหา คาประมาณของ (5)f  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 4.2 กำหนดชุดขอมูลดังตาราง 

x  2  2.5  4  
( )f x  0.5  0.4  0.25  

 

จงหาพหุนามที่ใชประมาณคาในชวงของชุดขอมูลขางตนพรอมท้ังหา คาประมาณของ (3)f  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 



43 

 

ตัวอยาง 4.3 จงคำนวณคาของ ln 9.2  โดยสรางพหุนามลากรางจจาก  

ln 9.0 2.1972, ln 9.5 2.2513   และ ln10.0 2.3026  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 4.4 กำหนดชุดขอมูลดังตาราง 

x  1  2.5  4  5.5  7  

y  0  0.916  1.386  1.705  1.950  
 

จงหาพหุนามดีที่ใชประมาณคาในชวงของชุดขอมูลขางตนพรอมทั้งหาคาประมาณของ y  ท่ี 6x   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 4.5 กำหนดชุดขอมูลดังตาราง 

x  1  2  3  4  5  6  
y  3.31 18.28  57.97  134.44  259.75  445.96  

 

จงหาพหุนามดีที่ใชประมาณคาในชวงของชุดขอมูลขางตนพรอมทั้งหาคาประมาณของ y  ท่ี 4.5x   

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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4.2 การประมาณคาในชวงโดยระเบียบวิธีผลตางยอยของนิวตัน (Newton’s divided – 

difference interpolating polynomials) 

กำหนดให ( )np x  เปนพหุนามประมาณคาดีกรี n  ของฟงกชัน f  ที่แตละจุด 0 1, ,..., nx x x และ

สมมติให ( )np x  อยูในรูป 

 

0 1 0 0 1 1( ) ( ) ... ( )( ) ( )n n np x a a x x a x x x x x x             

 

โดยที ่ ( ) ( ), 0,1,2,...,n i ip x f x i n   

ถาทราบ 0 1, ,..., na a a เราจะได ( )np x  สำหรับประมาณ f  ที่ตองการ 

 

พิจารณาหาคา 0a   

จาก 0 1 0 0 1 1( ) ( ) ... ( )( ) ( )n n np x a a x x a x x x x x x             

แทน 0x x  จะได 0 0( )np x a  

และจาก 0 0( ) ( )np x f x  จะได  

0 0( )a f x  

แทนคา 0a  จะได 

0 1 0 0 1 1( ) ( ) ( ) ... ( )( ) ( )n n np x f x a x x a x x x x x x            
 

พิจารณาหาคา 1a   

แทน 1x x  จะได 1 0 1 1 0( ) ( ) ( )np x f x a x x    

และจาก 1 1( ) ( )np x f x  จะได  

1 0 1 1 0

1 0
1

1 0

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

f x f x a x x
f x f x

a
x x

  





 

แทนคา 0a  และ 1a  จะได 

1 0
0 0 0 1 1

1 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ... ( )( ) ( )

( )n n n

f x f x
p x f x x x a x x x x x x

x x 


          


 

 
พิจารณาหาคา 2a   

แทน 2x x  จะได 1 0
2 0 0 2 2 0 2 1

1 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )n

f x f x
p x f x x x a x x x x

x x


     


 

และจาก 2 2( ) ( )np x f x  จะได  

1 0
2 0 0 2 2 0 2 1

1 0

2 1 1 0

2 1 1 0
2

2 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x f x
f x f x x x a x x x x

x x
f x f x f x f x

x x x x
a

x x
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พิจารณาความสัมพันธ 0 1,a a  และ  2a  

0 0

1 0
1

1 0

2 1 1 0

2 1 1 0
2

2 0

( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

a f x
f x f x

a
x x

f x f x f x f x
x x x x

a
x x






 


 




 

นิยามสัญลักษณผลตางยอย 

ผลตางยอยอันดับท่ี 0  แทนดวย [ ] ( )i if x f x  

ผลตางยอยอันดับท่ี 1 แทนดวย 1
1

1

[ ] [ ]
[ , ] i i

i i
i i

f x f x
f x x

x x









 

ผลตางยอยอันดับท่ี k  แทนดวย 1 1 1
1

[ ,..., ] [ ,..., ]
[ , ,..., ] i i k i i k

i i i k
i k i

f x x f x x
f x x x

x x
    

 






 

จากนิยามจะเห็นวา 

0 0

1 0 1

0 1

[ ]
[ , ]

[ , ,..., ]n n

a f x
a f x x

a f x x x







 

ดังน้ันจะไดวา 

0 1 0 0 1 1

0 0 1 0 0 1 2 0 1

0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1
1

( ) ( ) ... ( )( ) ( )
[ ] [ , ]( ) [ , , ]( )( ) ...
[ , ,..., ]( )( ) ( )

[ ] [ , ,..., ]( )( ) ( )

n n n

k k
n

k k
k

p x a a x x a x x x x x x
f x f x x x x f x x x x x x x
f x x x x x x x x x

f x f x x x x x x x x x








         
       

     
            

 

เราสามารถเขียนสูตรการประมาณคาในชวงโดยระเบียบวิธีผลตางยอยของนิวตัน ใหอยูในรูปของตารางเพื่อ

สะดวกในการคำนวณไดดงันี้ 

i  ix  ( )if x  อันดับ 0  อันดับ 1 อันดับ 2  ... อันดับ n  

0  0x  0( )f x  0[ ]f x      

    0 1[ , ]f x x     

1 1x  1( )f x  1[ ]f x   0 1 2[ , , ]f x x x    

    1 2[ , ]f x x     

2  2x  2( )f x  2[ ]f x   1 2 3[ , , ]f x x x    

    2 3[ , ]f x x     

              0 1[ , ,..., ]nf x x x  

    2 1[ , ]n nf x x      

1n   1nx   1( )nf x   1[ ]nf x    2 1[ , , ]n n nf x x x     

    1[ , ]n nf x x     

n  nx  ( )nf x  [ ]nf x      
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ตัวอยาง 4.6 จงประมาณคาภายในชวงที่ 5x   โดยใชระเบียบวิธีผลตางยอยของนิวตัน เมื่อกำหนดขอมูล

ดังตาราง 

x  4.1 6.1  
( )f x  7.1 2.3  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ตัวอยาง 4.7 จงประมาณคาภายในชวงที่ 3x   โดยใชระเบียบวิธีผลตางยอยของนิวตัน เมื่อกำหนดขอมูล

ดังตาราง 

x  2  2.5  4  
( )f x  0.5  0.4  0.25  

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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