
บทที่ 7 

เรขาคณิตวิเคราะหในปริภูมิ 3 มิติ  

Analytic Geometry in Three-Dimensional Space  

 
ในการศึกษาเรขาคณิตวิเคราะหในปริภูมิ 3 มิติ เปนการขยายแนวคิดท่ีไดจากการศึกษา

เรขาคณิตวิเคราะหในระนาบ 2 มิติ ระบบพิกัดฉาก 3 มิติ ประกอบไปดวยระนาบ 3 แผน ตั้งฉากซึ่งกัน

และกัน เรียกวา ระนาบพิกัด (Coordinate Planes) ไดแก ระนาบ XY  ระนาบ XZ  และระนาบ YZ  

ระนาบทั้งสามตัดกันในแนวต้ังฉาก รอยตัดเกิดเปนเสนตรง 3 เสน ตั้งฉากซึ่งกันและกัน เรียกวาแกนพิกัด 

(Coordinate Axes) คือ แกน X  แกน Y  และแกน Z  แกนท้ังสามตัดกันท่ีจุด O  เรียกวาจุดกําเนิด 

(Origin) ระนาบพิกัดแบงปริภมูิ 3 มิติ ออกเปน 8 อัฐภาค (Octant) ดังรูป 
 

 
 

รูปท่ี 7.1 ระบบพิกัดฉาก 3 มิติ 
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7.1 จุดในปริภูมิ 3 มิติ (The Point in Three-Dimensional Space) 

แกนพิกัดท้ังสามตัดกันทําใหเกิดระนาบพิกัด (Coordinate Planes) ดังน้ี 

ระนาบ XY  (แนวนอน) เม่ือ 0z    

ระนาบ YZ  (แนวต้ัง) เมื่อ 0x   และ 

ระนาบ XZ  (แนวต้ัง) เมื่อ 0y    

จุด ( , , )P x y z  ในปริภูมิ 3 มิติ เรียกวา พิกัดฉาก (Rectangular Coordinates) ถา 

x  เปนระยะหางท่ีมีเคร่ืองหมายจากระนาบ YZ   

y  เปนระยะหางท่ีมีเคร่ืองหมายจากระนาบ XZ  และ 

z  เปนระยะหางท่ีมีเครื่องหมายจากระนาบ XY   

ในกรณีนี้เราจะพิจารณาตําแหนงของจุด P  ซึ่งเราเรียกวาจุด ( , , )P x y z  ซึ่งมีการจับคูหน่ึงตอ

หนึ่งระหวางสามลําดับ ( , , )x y z  ของจํานวนจริง กับจุด P  เราเรียกระบบนี้วา ระบบพิกัดฉาก 

(Rectangular Coordinate System) ใน 3 มิติ มีตําแหนงอยูในอัฐภาคท่ี 1 (First Octant) ซึ่งเปนหน่ึง

ในแปดของปริภูมิ 3 มิติ แกนพิกัดทั้งสามมีคาเปนบวก  

(Larson, Ron & Edwards H. Bruce,  2011 :775) 

 

 
 

รูปที่ 7.2 จุด ( , , )P x y z  ในปริภูมิ 3 มิติ มีคาเปนบวก 
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ตัวอยางที่ 7.1.1 จงแสดงขั้นตอนการลงจุดซึ่งมีพิกัดเปน ( 3, 4,1), (3, 2,4)A B   และ (2, 3, 4)C   

วิธีทํา พิจารณาพิกัด ,x y  กอนลงจุดเหมือนกับในพิกัดฉาก 2 มิติ จากนั้นพิจารณาพิกัด z  โดยใหตั้ง

ฉากกับแกน X  และ แกน Y  เหนือขึ้นไปถาเปนบวก ลงขางลางเมื่อเปนลบ  
 

 
 

รูปที่ 7.3 พิกัดจุด ( 3, 4,1), (3, 2, 4)A B   และจุด (2,3, 4)C   

 

ตัวอยางที่ 7.1.2 จงแสดงขั้นตอนเขียนระนาบของ 2z   

วิธีทํา เน่ืองจากสมการ 2z   ตัวแปร x  กับ y  หายไปสองตัวด้ังน้ันระนาบนี้ขนานกับระนาบ XY  

และจุดทุกจุดบนระนาบ 2z   จะอยูหางจากระนาบ XY  เทากับ 2 หนวยเสมอ  
 

 
 

รูปท่ี 7.4 ระนาบ 2z   
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ตัวอยางที่ 7.1.3 จงแสดงขั้นตอนเขียนระนาบของ 4x z   

วิธีทํา เน่ืองจากสมการ 4x z   มีตัวแปร y  หายไป ดังน้ันระนาบนี้ขนานกับแกน Y  เขียน 

เสนตรง 4x z   บนระนาบ XZ  จะไดแนวของระนาบ  
 

 
 

รูปท่ี 7.5 ระนาบ 2z   

 

ตัวอยางที่ 7.1.4 จงแสดงขั้นตอนเขียนระนาบของ 2 3 6y z   

วิธีทํา เน่ืองจากสมการ 2 3 6y z   มีตัวแปร x  หายไป ดังนั้นระนาบนี้ขนานกับแกน X  เขียน 

เสนตรง 2 3 6y z   บนระนาบ YZ  จะไดแนวของระนาบ  
 

 
 

รูปท่ี 7.6 ระนาบ 2 3 6y z   
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ตัวอยางที่ 7.1.5 จงแสดงขั้นตอนเขียนระนาบของ 2x y z    

วิธีทํา หาจุดตัดแกน X  โดยให 0y   และ 0z   จะได  

0 0 2, 2x x     จะไดจุด (2,0,0)   

หาจุดตัดแกน Y  โดยให 0x   และ 0z   จะได  

0 0 2, 2y y     จะไดจุด (0,2,0)  

หาจุดตัดแกน Z  โดยให 0x   และ 0y   จะได  

0 0 2, 2z z     จะได (0,0,2)   

กําหนดจุด (2,0,0),(0,2,0) และจุด (0, 0,2)  ลงบนแกนพิกัดและลากสวนของเสนตรง

เชื่อมโยงท้ังสามจุด  

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.1.5 ดังรูปที่ 7.7 

 

 
 

รูปท่ี 7.7 ระนาบ 2x y z    
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7.1.1 ระยะทางระหวางจุดสองจุด (Distance Between Two Points) 

 

 

 

 
 

(Varberg, Dale, Purcell, Edwin J และ Rigdon, Steven E,  2000 : 596) 

พิสูจน สรางกลองรูปทรงสี่เหล่ียมมุมฉากในปริภูมิ 3 มิติ ใหจุด 1P  และจุด 2P   อยูท่ีมุมกลองทะแยง

มุมกันโดยใหพิกัด 1 1 1( , , )x y z  และ 2 2 2( , , )x y z  ตามลําดับ และใหจุด Q  มีพิกัดเปน 1 1 2( , , )x y z  และ

จุด R  มีพิกัดเปน 1 2 2( , , )x y z  ดังน้ัน รูปสามเหลี่ยม 1 2PQP  และรูปสามเหลี่ยม 2PQR  เปนรูป

สามเหลี่ยมมุมฉาก โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส เราจะไดวา 
2 2 2

1 2 1 2
2 2 2

1 2 2
2 2 2

1 2 1 2 1 2
2 2 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

PP PQ PQ

PQ PR QR
z z x x y y

x x y y z z

 

  
     

     

 

ดังนั้น ระยะทางระหวางจุด 1P  และจุด 2P  คือ 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )x x y y z z      

 

 
 

รูปที่ 7.8 กลองรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

ทฤษฎีบท 7.1.1 ให 1 1 1 1( , , )P x y z  และ 2 2 2 2( , , )P x y z  เปนจุดสองจุดใด ๆ ระยะทางระหวางจุดสอง

จุด เขียนแทนดวย 1 2PP  คอื 

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )PP x x y y z z       
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ตัวอยางที่ 7.1.1.1 จงหาระยะทางระหวางจุดสองจุด (0, 0, 0)A  และจุด (4, 3, 0)B   

วิธีทํา  จากโจทยจะได 1 1 1( , , ) (0, 0, 0)A x y z A  และ 2 2 2( , , ) (4, 3, 0)B x y z B   

โดยทฤษฎีบท 7.1.1 จะไดวา 

2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

(0 4) (0 3) (0 0)

( 4) ( 3) 0
16 9 0
25

5

AB x x y y z z     

     

    
  



 

ดังนั้น  ระยะหางระหวางจุด (0, 0, 0)A  กับจุด (4, 3, 0)B  เทากับ 5  หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.1.1.1 ดังรูปที่ 7.9 

 

 
 

รูปที่ 7.9 ระยะหางระหวางจุด (0, 0,0)A  กับจุด (4, 3, 0)B  
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ตัวอยางที่ 7.1.1.2 จงหาระยะทางระหวางจุดสองจุด ( 1,2, 3)A   และจุด (4, 0,2)B   

วิธีทํา  จากโจทยจะได 1 1 1( , , ) ( 1,2, 3)A x y z A   และ 2 2 2( , , ) (4, 0,2)B x y z B   

โดยทฤษฎีบท 7.1.1 จะไดวา 

2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( 1 4) (2 0) (3 2)

( 5) 2 1
25 4 1
30

5.48

AB x x y y z z     

      

   
  



 

ดังนั้น  ระยะหางระหวางจุด ( 1,2, 3)A   กับจุด (4, 0,2)B  เทากับ 30  หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.1.1.2 ดังรูปที่ 7.10 

 

 
 

รูปที่ 7.10 ระยะหางระหวางจุด ( 1,2, 3)A   กับจุด (4, 0,2)B  
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ตัวอยางที่ 7.1.1.3 จงหาระยะทางระหวางจุดสองจุด ( 4, 4,1)A   และจุด ( 3,5, 4)B     

วิธีทํา  จากโจทยจะได 1 1 1( , , ) ( 4, 4,1)A x y z A   และ 2 2 2( , , ) ( 3,5, 4)B x y z B     

โดยทฤษฎีบท 7.1.1 จะไดวา 

2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( 4 ( 3)) (4 5) (1 ( 4))

( 1) ( 1) (5)
1 1 25
27

5.2

AB x x y y z z     

        

    
  



 

ดังนั้น  ระยะหางระหวางจุด ( 4, 4,1)A   กับจุด ( 3,5, 4)B    เทากับ 27  หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.1.1.3 ดังรูปที่ 7.11 

 

 
 

รูปที่ 7.11 ระยะหางระหวางจุด ( 4, 4,1)A   กับจุด ( 3,5, 4)B    
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7.1.2 จุดก่ึงกลางและจุดแบงสวนของสวนของเสนตรง 

 

 

 

 
 

(Varberg, Dale, Purcell, Edwin J & Rigdon, Steven E,  2000 : 597) 

 

 

 

 

 

 

 

 (Riddle, Douglas F.,  1996 : 319-320) 

 การพิสูจนทฤษฎีบท 7.1.2.1 และ ทฤษฎีบท 7.1.2.1 นี้ สามารถพิสูจนไดทํานองเดียวกับการ

พิสูจนทฤษฎีบทในเรขาคณิตวิเคราะหในระนาบสองมิติ 
 

 
 

รูปท่ี 7.12 จุด ( , , )P x y z  แบงสวนของสวนของเสนตรงท่ีเชื่อมจุด 1 1 1 1( , , )P x y z  กับ 2 2 2 2( , , )P x y z  

ทฤษฎีบท 7.1.2.1 ถา ( , , )P x y z  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรงท่ีเช่ือมจุด  1 1 1 1( , , )P x y z  และ

จุด 2 2 2 2( , , )P x y z  แลวจะไดวา 

1 2 1 2 1 2, ,
2 2 2

x x y y z z
x y z

  
    

ทฤษฎีบท 7.1.2.2 ถา ( , , )P x y z  แบงสวนของสวนของเสนตรงท่ีเชื่อมจุด  1 1 1 1( , , )P x y z  และ 

2 2 2 2( , , )P x y z  ออกเปนอัตราสวน 1

2

PP
r

PP
  แลวจะไดวา 

1 2 1

1 2 1

1 2 1

( )
( )
( )

x x r x x
y y r y y
z z r z z
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ตัวอยางที่ 7.1.2.1 จงหาจุดกึ่งกลางของสวนของเสนตรงที่เชื่อมระหวางจุด (1,2, 3)A  และ (3, 4,1)B    

วิธีทํา จากทฤษฎีบท 7.1.2.1 จะไดวา 

1 2

1 2

1 2

2
1 3 2
2

2
2 ( 4) 1

2

2
3 1 2
2

x x
x

y y
y

z z
z




 




  




 

 

ดังนั้น จุดกึ่งกลางของสวนของเสนตรง คือจุด (2, 1,2)  

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.1.2.1 ดังรูปที่ 7.13 
 

 
 

รูปท่ี 7.13 จุดกึ่งกลางของสวนของเสนตรงที่เชื่อมระหวางจุด (1,2, 3)A  และ (3, 4,1)B   
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ตัวอยางที่ 7.1.2.2 จงหาจุดแบงสวนของสวนของเสนตรงซึ่งแบงสวนของเสนตรงที่เช่ือมระหวางจุด  

(1,3, 2)A   และ (7,6,1)B  ออกเปนอัตราสวน 1 : 3   

วิธีทํา จากทฤษฎีบท 7.1.2.2 และ 
1
3

r   จะไดวา 

1 2 1

1 2 1

1 2 1

( )
11 (7 1)
3

3
( )

13 (6 3)
3

4
( )
12 (1 ( 2))
3

1

x x r x x

y y r y y

z z r z z

  

  


  

  


  

    

 

 

ดังนั้น จุดแบงสวนของสวนของเสนตรงน้ี คือจุด (3, 4, 1)  

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.1.2.2 ดังรูปที่ 7.14 
 

 
 

รูปที่ 7.14 จุดแบงสวนของเสนตรงท่ีเช่ือมระหวางจุด  (1,3, 2)A   และ (7,6,1)B  ออกเปน 1 : 3  
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ตัวอยางที่ 7.1.2.3  ให (1, 4,7)A  และ (5, 1,11)B   จงหาจุด P  ซึ่งแบงสวนของเสนตรงโดยท่ี

อัตราสวนของ :AP PB  เทากับ 2 : 3  

วิธีทํา จากทฤษฎีบท 7.1.2.2 และ 
2
3

r   จะไดวา 

1 2 1( )
21 (5 1)
3
81
3

11
3

x x r x x  

  

 



  

1 2 1( )
24 ( 1 4)
3
104
3

2
3

y y r y y  

   

 



  

1 2 1( )
27 (11 7)
3
87
3

29
3

z z r z z  

  

 



 

ดังนั้น จุดแบงสวนของสวนของเสนตรงน้ี คือจุด 11 2 29, ,
3 3 3

     
 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.1.2.3 ดังรูปที่ 7.15 
 

 
 

รูปที่ 7.15 จุดแบงสวนของเสนตรงท่ีเชื่อมระหวางจุด  (1, 4,7)A  และ (5, 1,11)B   ออกเปน 2 : 3  
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7.2 เวกเตอรในปริภูมิ 3 มิติ (Vector in Three-Dimensional Space) 

บทนิยามและทฤษฎีบทเก่ียวกับเวกเตอรในปริภูมิ 3 มิติ มีลักษณะคลายกับบทนิยามและทฤษฎี

บทเก่ียวกับเวกเตอรในระนาบสองมิติ 

 

 

 

(โฆสิต ชาติกําแหง,  2540 : 96) 

 สัญลักษณ AB


 อานวา เวกเตอรเอบี หมายความวา A  เปนจุดเริ่มตนและ B  เปนจุดปลายของ

เวกเตอรประมาณท่ีมีเฉพาะขนาดไมมีทิศทางเชนความยาวความหนาแนน อุณหภูมินํ้าหนัก ความสูง ฯลฯ 

เรียกวาปริมาณเกลาร 

 
 

รูปที่ 7.16 แสดงเวกเตอร AB


 

 

 

 

 

 

 

 

(ธรีะศกัดิ์ อุรัจนานนท,  2546 : 1) 

บทนิยาม 7.2.1 เวกเตอร หมายถึง ปริมาตรท่ีมีท้ังขนาด และทิศทาง เชน ความเร็ว แรง เปนตน 

เวกเตอรเขียนแทนดวยสัญลักษณ , ,AB u v
    

บทนิยาม 7.2.2 เวกเตอร 2 เวกเตอรใด ๆ จะเทากันก็ตอเมื่อมีขนาดเทากัน และมีทิศทางเดียวกัน 

บทนิยาม 7.2.3 การบวกกันของเวกเตอร 2 เวกเตอรใด ๆ ทําไดโดยเขียนเสนตรงบอกทิศทางท่ีแทน 

ดวยเวกเตอรทั้งสอง โดยใหจุดเริ่มตนของเวกเตอรท่ีนํามาบวกอยูท่ีจุดปลายของเวกเตอร ที่เปนตัวต้ัง 

แลวลากจากจุดเริ่มตนของเวกเตอร ท่ีเปนตัวต้ัง ไปยังจุดปลาย ของเวกเตอรอีกเวกเตอรหนึ่ง เวกเตอร 

เกิดใหมคอื ผลบวกของเวกเตอรท้ังสองนี้ 
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รูปท่ี 7.17 แสดงการบวกกันของ 2 เวกเตอร 

 

 

 

 

(Murdoch, D. C.,  1967 : 74) 

 
 

รูปที่ 7.18 แสดงนิเสธของเวกเตอร u  

- ถา u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ผลตางของ u  และ v  เขียนแทนดวย u v 
 โดยท่ี 

( )u v u v       
- เวกเตอรบวกหรือลบกับสเกลารไมมีความหมาย 

 

 

 

 

(ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักดิ์ บายเที่ยง,  2544 : 298) 

บทนิยาม 7.2.3 นิเสธของเวกเตอร u  คือเวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับเวกเตอร u  แตทิศทางตรงขาม 

นิเสธของเวกเตอร u  เขียนแทนดวยสัญลกัษณ u
 

บทนิยาม 7.2.4 เวกเตอรที่มีจุดเริ่มตนและจุดส้ินสุดเปนจุดเดยีวกัน เรียกวา เวกเตอรศูนย (Zero 

Vector) หรือ (Null Vector) เขียนแทนดวยสัญลกัษณ 0


  

- 0 0


 เพราะ 0


 เปนเวกเตอรแต 0  เปนสเกลาร  
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ศรีบุตร แววเจริญ และ ชนศักด์ิ บายเท่ียง  (2544 : 297-298) และ Larson, Ron & Edwards 

H. Bruce.  (2011 : 766-767) ไดกลาวถึงคุณสมบัติและบทนิยามของเวกเตอรดังน้ี 

ถา ,u v
 และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ ในปริภูมิ 3 มิติ จะไดวา  

1. u v v u    
  

2. ( ) ( )u v w u v w           

3. 0 0u u u   
   

  

4. ถา 1 2 3 1, , ,..., ,n nA A A A A  เปนจุดใด ๆ ในปริภูมิ 3 มิติ จะไดวา   

1 2 2 3 1 0n nAA AA A A   
   

 

5. ถา u v 
 แลว u w v w    

 

 

 

 

 

 

 

คุณสมบัติการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร  

1. ( 1)u u      

2. ( ) 0u u u u     
     

3. ( ) ( )m nu mn u 
 

4. ( )m n u mu nu      

5. ( )m u v mu mv      
 

 

 

 

 

 

 

(Varberg, Dale, Purcell, Edwin J & Rigdon, Steven E,  2000 : 596) 

บทนิยาม 7.2.5 ถา m  เปนจํานวนจริง และ u  เปนเวกเตอร จะได  

- ถา 0m   แลว mu  เปนเวกเตอรท่ีมีขนาด m u  และมีทิศทางเดียวกันกับ u   

- ถา 0m   แลว mu  เปนเวกเตอรท่ีมีขนาด m u  และมีทิศทางตรงขามกับ u   

- ถา 0m   แลว mu  เปนเวกเตอรศูนย (0)


 

บทนิยาม 7.2.6 เวกเตอร PQ


 เมื่อมีจุดเริ่มตนท่ีจุด 1 1 1( , , )P x y z  และจุดปลายท่ี 2 2 2( , , )Q x y z  มี 

ตัวแทนมาตรฐานเปน 2 1 2 1 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )PQ x x i y y k z z j     


 และขนาดของ PQ


 เขียน

แทน ดวย PQ


 โดยท่ี  

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )PQ x x y y z z     
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(Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton,  1992 : 303-304) 

ตัวอยาง 7.2.1 ใหจุด ( 1,2,2)P   และจุด (3, 2, 4)Q   จงหาเวกเตอรหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ PQ


 

วิธีทํา  หา PQ


 ไดจาก ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(3 ( 1)) ( 2 2) (4 2) 4 4 2PQ i j k i j k          


 

 หาเวกเตอรหนวยไดจาก 

2 2 2

ˆˆ ˆ4 4 2
4 ( 4) 2

ˆˆ ˆ4 4 2
6

PQ i j k

PQ

i j k

 
  

 




 

ดังนั้น เวกเตอรหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ PQ


 คือ 
ˆˆ ˆ2 2

3 3 3
i j k   

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.2.1 ดังรูปที่ 7.19 
 

 
 

รูปที่ 7.19 หาเวกเตอรหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ PQ


 

บทนิยาม 7.2.7 เวกเตอร u  จะเรียกวา เวกเตอรหนวย ถาขนาดของเวกเตอร u  เทากับหนึ่งหนวย 

เขียนแทนดวย û  โดยท่ี ˆ uu
u



  เปนเวกเตอรหนวยในทิศทางเดียวกับ u  และ ˆ uu

u



  เปน

เวกเตอรหนวยในทิศทางตรงขามกับ u  



280  บทที่ 7 เรขาคณิตวิเคราะหในปริภมูิ 3 มิติ 
 

7.2.1 ผลคูณเชิงสเกลาร (Scalar Product or Dot Product) 

ผลคูณเชิงสเกลาร คือ ขนาดของเงาของเวกเตอรท่ีทาบบนเวกเตอรหนึ่งคูณกับขนาดของ

เวกเตอรนั้น 

 

 

 

 
 

(Protter, Murray H. & Morrer, Charles B. Jr.,  1975 : 257-258) 

 

ตัวอยาง 7.2.1.1 จงหาผลคูณเชิงสเกลารของ ˆˆ ˆ3 2u i j k     และ ˆˆ ˆ4 2 3v i j k     

วิธีทํา  จากนิยาม 7.2.1.1 จะไดวา 

 
1 1 2 2 3 3

( 3)(4) (2)( 2) (1)(3)
13

u v a b a b a b   
    




 

ดังนั้น ผลคูณเชิงสเกลารของ ˆˆ ˆ3 2u i j k     และ ˆˆ ˆˆ 4 2 3v i j k    คือ 13  

 

ตัวอยาง 7.2.1.2 จงหาผลคูณเชิงสเกลารของ 4, 1, 3u    และ 1, 2,5v      

วิธีทํา  จากนิยาม 7.2.1.1 จะไดวา 

 
1 1 2 2 3 3

(4)( 1) ( 1)( 2) (3)(5)
13

u v a b a b a b   
     




 

ดังนั้น ผลคูณเชิงสเกลารของ ˆˆ ˆ3 2u i j k     และ ˆˆ ˆˆ 4 2 3v i j k    คือ 13  

 

ตัวอยาง 7.2.1.3 จงหาผลคูณเชิงสเกลารของ 0,1, 3u   และ 9, 6,2v     

วิธีทํา  จากนิยาม 7.2.1.1 จะไดวา 

 
1 1 2 2 3 3

(0)(9) (1)( 6) (3)(2)
0

u v a b a b a b   
   




 

ดังนั้น ผลคูณเชิงสเกลารของ ˆˆ ˆ3 2u i j k     และ ˆˆ ˆˆ 4 2 3v i j k    คือ 13  

 จะเห็นวา 0,1, 3u   ตั้งฉากกับ 9, 6,2v    

บทนิยาม 7.2.1.1 ให 1 2 3
ˆˆ ˆu a i a j a k    และ 1 2 3

ˆˆ ˆv̂ b i b j b k    ผลคูณเชิงสเกลารเขียน

แทนดวย u v   นิยามโดย 1 1 2 2 3 3u v a b a b a b     หรือ cosu v u v      

 ถา 0u v 
 แลว u v 
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7.2.2 เวกเตอรภาพฉาย (Vector Projection) 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(Protter, Murray H. & Morrer, Charles B. Jr.,  1975 : 259) 
 

 
 

รูปที่ 7.20 ภาพฉายของ u  บน v  
 

ตัวอยาง 7.2.2.1 จงหาภาพฉายของ ˆˆ ˆ2 3 5u i j k    บน ˆˆ ˆ2 2v i j k     

วิธีทํา  หา u v 
 และ v  จะได 

    (2)(2) ( 3)( 2) (5)(1)
4 6 5 15

u v     
   


 

และ 2 2 22 ( 2) 1 3v       

จากนิยาม 7.2.2 จะไดวา 

บทนิยาม 7.2.2 ให 1 2 3
ˆˆ ˆu a i a j a k    และ 1 2 3

ˆˆ ˆv̂ b i b j b k    เปนเวกเตอรใด ๆ ท่ีไมใช

เวกเตอรศูนย และมีจุด O  เปนจุดเริ่มตนรวมกัน จากจุดปลายของ u  ลากต้ังฉากกับ v  ที่จุด P  จะ

เรียก OP


วา ภาพฉายของ u  บน v  เขียนแทนดวยสัญลกัษณ vu 
  หรือ projvu

  นิยามโดย 

- ภาพฉายเชิงเวกเตอรของ u  บน v  คอื 
2v

u vu v
v

        


 
  

- ภาพฉายเชิงสเกลารของ u  บน v  คือ v
u vu
v
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ภาพฉายเชิงเวกเตอรของ u  บน v  คือ  

 

2

15 ˆˆ ˆ(2 2 )
3

ˆˆ ˆ10 10 5

v
u vu v
v

i j k

i j k

        
       

  



 


 

ภาพฉายเชิงสเกลารของ u  บน v  คือ 

15 5
3

v
u vu
v


 






 

ดังนั้น ภาพฉายเชิงเวกเตอรของ u  บน v  คือ ˆˆ ˆ10 10 5i j k    

 ภาพฉายเชิงสเกลารของ u  บน v  คือ 5  

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.2.2.1 ดังรูปที่ 7.21 
 

 
 

รูปที่ 7.21 ภาพฉายของ ˆˆ ˆ2 3 5u i j k    บน ˆˆ ˆ2 2v i j k    
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7.2.3 ผลคูณเชิงเวกเตอร (Vector Product) 

 

 

 

 

 

 
 

(ธรีะศกัดิ์ อุรัจนานนท,  2546 : 20-22) 

ตัวอยาง 7.2.3.1 กําหนดให ˆˆ 2u j k   กับ ˆˆ2 3v i k 
 จงหา u v 

   

วิธีทํา  จากบทนิยาม 7.2.3 จะได 

ˆˆ ˆ
0 1 2
2 0 3

ˆˆ ˆ3 4 2

i j k
u v

i j k

  

  


  

ดังนั้น  ˆˆ ˆ3 4 2u v i j k      

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.2.3.1 ดังรูปที่ 7.22 
 

 
 

รูปที่ 7.22 u v 
 

บทนิยาม 7.2.3 ให 1 2 3
ˆˆ ˆu a i a j a k    และ 1 2 3

ˆˆ ˆv̂ b i b j b k    เปนเวกเตอรใด ๆ ใน 3 มิติ 

ผลคูณเชิงเวกเตอรเขียนแทนดวยสัญลักษณ u v 
 นิยามโดย 

1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
u v a a a

b b b
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ตัวอยาง 7.2.3.2 จงหาเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับเวกเตอร ˆˆ ˆ2 3 7u i j k     และ ˆˆ5 9v i k 
  

วิธีทํา  จากบทนิยาม 7.2.3 จะได 

ˆˆ ˆ
2 3 7
5 0 9

ˆˆ ˆ27 17 15

i j k
u v

i j k

   

  


  

และ  

   

ˆˆ ˆ
5 0 9
2 3 7

ˆˆ ˆ(27 17 15 )

i j k
v u

i j k

 
 

   

 
 

ดังนั้น  ˆˆ ˆ27 17 15u v i j k     และ ˆˆ ˆ(27 17 15 )v u i j k       

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.2.3.2 ดังรูปที่ 7.23 
 

 
 

รูปที่ 7.23 เวกเตอรท่ีต้ังฉากกับเวกเตอร ˆˆ ˆ2 3 7u i j k     และ ˆˆ5 9v i k 
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7.3 เสนตรงในปริภูมิ 3 มิติ (The Line in Three-Dimensional Space) 

ดํารง ทิพยโยธา สุรชัย สมบัติบริบูรณ และนัฏฐนาถ ไตรภพ  (2558 : 135-136) และ Varberg, 

Dale, Purcell, Edwin J & Rigdon, Steven E  (2000 : 609-610) ไดกลาววา ในหัวขอนี้ เราตองการหา

สมการของเสนตรงในปริภูมิ 3 มิติ โดยใชเวกเตอรในการพิจารณา สมการเสนตรง ให L  เปนเสนตรงท่ี

ผานจุด 0 0 0 0( , , )P x y z  และขนานกับเวกเตอร , ,v a b c  ถา ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนเสนตรง L  

จะไดเวกเตอร r  ซึ่งเช่ือมจุดกําเนิดกับจุด P  มีสวนประกอบเปน , ,r x y z  และเวกเตอร 0r
  ซึ่ง

เชื่อมจุดกําเนิดกับจุด 0P  มีสวนประกอบเปน 0 0 0 0, ,r x y z  

จากนิยามการบวกเวกเตอรจะไดวา 0 0r r PP 
 

  

 ถา 0PP


 มีทิศทางเดียวกับ v  จะได 0PP tv
 

 เมื่อ t  เปนสเกลาร นั่นคือ 

  
0 0

0 0 0

0 0 0

, , , , , ,
, ,

r r P P
x y z x y z t a b c

x at y bt z ct

 
 
   

 

 

เพราะฉะน้ัน    0 0 0, ,x x at y y bt z z ct        

หรือ      0 0 0x x y y z z
a b c
  

   

ดังนั้น 0 0 0, , , ,x y z x at y bt z ct     เรียกวา สมการในรูปเวกเตอร 

 0 0 0, ,x x at y y bt z z ct       เรียกวา สมการอิงตัวแปรเสริม 

 0 0 0x x y y z z
a b c
  

   เรียกวา สมการสมมาตร 
 

 
 

รูปท่ี 7.24 แสดงสวนประกอบเสนตรงในปริภูมิ 3 มิติ 
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ตัวอยาง 7.3.1 จงหาสมการเสนตรงท่ีผานจุด 0(1,2, 3)P  ขนานกับเวกเตอร 3, 4,7v    และหา

จุดท่ีเสนตรงน้ีตัดกับระนาบ XY  
วิธีทํา ให ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนเสนตรง 

 จากโจทย เสนตรงผานจุด 0(1,2, 3)P  และขนานกับ 3, 4,7v    จะไดวา 

   , , 1 3 ,2 4 ,3 7x y z t t t     สมการในรูปเวกเตอร หรือ 

  1 3 , 2 4 , 3 7x t y t z t        สมการอิงตัวแปรเสริม 

  1 2 3
3 4 7

x y z   


  สมการสมมาตร 

 หาจุดตัดบนระนาบ XY โดยให 0z   แทนในสมการอิงตัวแปรเสริม จะไดวา 

0 3 7t   หรือ 
3
7

t    

 ถา 3
7

t    จะได 3 21 3
7 7

x
         

 และ 3 262 4
7 7

y
        

 

ดังนั้น จุดที่เสนตรงน้ีตัดกับระนาบ XY  คือจุด 2 26, , 0
7 7

     
 

 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.3.1 ดังรูปที่ 7.25  
 

 
 

รูปท่ี 7.25 เสนตรงท่ีผานจุด 0(1,2, 3)P  ขนานกับเวกเตอร 3, 4,7v    
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ตัวอยาง 7.3.2 จงหาสมการเสนตรงท่ีผานจุด (2, 4, 1)A   และจุด (5, 0,7)B  และพิจารณาวาเสนตรง

นี้ผานจุด (1,2, 3)  และผานจุด (8, 4,15)  หรือไม 

วิธีทํา ให ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนเสนตรง และเวกเตอรที่ขนานกับเสนตรงน้ีคอื  

 3, 4, 8AB  


 จะไดวา 

 0 0 0, , , ,
2 3 , 4 4 , 1 8

x y z x at y bt z ct
t t t

   
    

 

 หรือ 2 3 , 4 4 , 1 8x t y t z t        

 หรือ 2 4 1
3 4 8

x y z   


 

พิจารณาวาเสนตรงน้ีผานจุด (1,2, 3)  โดยการแทนจุดลงในสมการสมมาตร จะได 

 1 2 2 4 3 1
3 4 8
   


 สมการเปนเท็จ แสดงวาเสนตรงนี้ไมผานจุด (1,2, 3)  

พิจารณาวาเสนตรงน้ีผานจุด (8, 4,15)  โดยการแทนจุดลงในสมการสมมาตร จะได 

 8 2 4 4 15 1
3 4 8
    


 สมการเปนจริง แสดงวาเสนตรงน้ีผานจุด (8, 4,15)  

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.3.2 ดังรูปที่ 7.26  
 

 
 

รูปท่ี 7.26 แสดงการหาผลเฉลยตามตัวอยาง 7.3.2 
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ตัวอยาง 7.3.3 กําหนดสมการเสนตรง 1L  และ 2L  ดังน้ี 

1 : 1 , 1 , 1 2L x t y t z t        

และ  2 : 2 , 2 , 3 3L x s y s z s       

โดยท่ี t  และ s  เปนพารามิเตอร จงหาจุดตัดของเสนตรง 1L  และ 2L  

วิธีทํา ถาเสนตรง 1L  และ 2L  ตัดกันท่ีจุด ( , , )a b c  จุดน้ีจะตองสอดคลองกับสมการท้ังสอง  

1 , 1 , 1 2a t b t c t        

  2 , 2 , 3 3a s b s c s      จะได 

1 2 ...........................................................(1)
1 2 .......................................................(2)

1 2 3 3 .....................................................(3)

t s
t s
t s

 
  
  

 

นํา (1) (2)  จะได 0s   และ 1t    

จะเห็นวาคา 0s   และคา 1t   ทําใหสมการ (1),(2)  และ (3)  เปนจริง นั่นคือ 

0, 2, 3a b c    

ดังนั้น จุดตัดของเสนตรง 1L  และ 2L  คือจุด (0,2, 3)  

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.3.3 ดังรูปที่ 7.27  
 

 
 

รูปท่ี 7.27 จุดตัดของเสนตรง 1L  และ 2L  
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ตัวอยาง 7.3.4 กําหนดเสนตรง 1L  และ 2L  ดังน้ี 1 : 1 4 , 5 4 , 1 5L x t y t z t        

และ 2 : 2 8 , 4 3 , 5L x t y t z t       โดยท่ี t R   

ก. เสนตรง 1L  และ 2L  ขนานกันหรือไม ข. เสนตรง 1L  และ 2L  ตัดกันหรือไม 

วิธีทํา ก. เสนตรง 1L  และ 2L  จะขนานกันก็ตอเมื่อมีเวกเตอรขนานกันดวย เพราะฉะนั้นเราจะหา

เวกเตอรที่ขนานกับเสนตรง 1L  และ 2L  ดังน้ี  

 จะเห็นวา 1 4, 4,5v    ขนานกับเสนตรง 1L  และ 2 8, 3,1v    ขนานกับเสนตรง 2L  

ดังนั้น เสนตรง 1L  ไมขนานกับ 2L  

วิธีทํา ถาเสนตรง 1L  และ 2L  ตัดกันท่ีจุด ( , , )a b c  จุดน้ีจะตองสอดคลองกับสมการท้ังสอง  

1 : 1 4 , 5 4 , 1 5L a t b t c t         

  2 : 2 8 , 4 3 , 5L a s b s c s       จะได 

1 4 2 2 ..................................................(1)
5 4 4 3 ..................................................(2)
1 5 5 ....................................................(3)

t s
t s
t s

  
  

   
  

นํา (1) (2)  จะได 0s   และ 1
4

t   

จะเห็นวาคา 0s   และคา 1t   ทําใหสมการ (3)  เปนเท็จ  

ดังนั้น เสนตรง 1L  และ 2L  ไมตัดกัน 

 เสนตรงในปริภมูิ 3 มิติ สองเสนถาไมตัดกันและไมขนานกันเราเรียกวา เสนไขวตางระนาบ 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.3.4 ดังรูปที่ 7.28  
 

 
 

รูปที่ 7.28 เสนไขวตางระนาบ 
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7.3.1 ระยะทางจากจุดมายังเสนตรงในปริภูมิสามมิติ  

 

 

 

 

 
 

(ดํารง ทิพยโยธา สุรชัย สมบัติบริบูรณ และนัฏฐนาถ ไตรภพ,  2558 : 140-141) 

พิสูจน  จาก            sind PQ 


 

 เพราะวา sinPQ v PQ v 
  

  จะได 

         sin
PQ v

PQ
v






 


  

 แทนคา   sinPQ 


 ใน sind PQ 


 จะไดวา 

 

sind PQ

PQ v

v








 


 

ดังนั้น ระยะทางจากจุด Q  มายงัเสนตรง L  คือ 
PQ v

d
v




 

  

 

 
 

รูปที่ 7.29 ระยะทางจากจุด Q  มายังเสนตรง L  

ทฤษฎีบท 7.3.1 ให d  เปนระยะตั้งฉากจากจุด Q  มายงัเสนตรง L  จุด P  เปนจุดหน่ึงบนเสนตรง 

L  เวกเตอร v  เปนเวกเตอรท่ีขนานกับเสนตรง L  เราจะไดวา 

PQ v
d

v
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ตัวอยาง 7.3.1.1 จงหาระยะทางจากจุด (1,1,5)  ไปยังเสนตรง : 1 , 3 , 2L x t y t z t      

วิธีทํา จากเสนตรง L  จะได 1, 1,2v    และจุด (1, 3, 0)Q  

 ให (1,1,5)P  เปนท่ีไมไดอยูบนเสนตรง L  จะไดวา 0,2, 5PQ  


 

 จากทฤษฎีบท 7.3.1 จะไดวา 

  

2 2 2

0,2, 5 1, 1,2

1 ( 1) 2
1,5,2

1 1 4
30 5
6

d
  


  


 

 

 

ดังนั้น ระยะทางจากจุด (1,1,5)  ไปยังเสนตรง : 1 , 3 , 2L x t y t z t      คือ 5  หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.3.1.1 ดังรูปที่ 7.28  
 

 
 

รูปท่ี 7.30 ระยะทางจากจุด (1,1, 5)  ไปยังเสนตรง : 1 , 3 , 2L x t y t z t      
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7.4 ระนาบในปริภมูิ 3 มิติ 

 การประยุกตของผลคูณเชิงสเกลารท่ีสําคัญในทางเรขาคณิตวิเคราะหในปริภูมิ 3 มิติอีกอยางหน่ึง

ก็คอื สามารถใชหาสมการของระนาบโดยกําหนดเงื่อนไข ดังน้ี จุดหน่ึงจุดและเวกเตอรท่ีต้ังฉากกับระนาบ

หรือจุดสามจุดบนระนาบที่ไมไดอยูบนระนาบเดียวกัน 

 

 

 

 

 
 

(โฆสิต ชาติกําแหง,  2540 : 120-121 และ Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton,  1992 : 322) 

พิสูจน ใหจุด 0 0 0 0( , , )P x y z  เปนจุดท่ีอยูบนระนาบ จุด ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนระนาบ และระนาบ 

S  ตั้งฉากกับเวกเตอร , ,n a b c  จากสมบัติของผลคูณเชิงสเกลาร จะไดวา 

0

0 0 0

0 0 0

0
, , , , 0

( ) 0

n P P
a b c x x y y z z

ax by cz ax by cz

 
    

     



 

 ให 0 0 0( ) 0d ax by cz      นั่นคือ 0ax by cz d     
 

 
 

รูปท่ี 7.31 แสดงจุดกับเวกเตอรบนระนาบ 

ทฤษฎีบท 7.4.1 ถาระนาบ S  ผานจุด 0 0 0 0( , , )P x y z  จุด ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนระนาบ S  

และระนาบ S  ต้ังฉากกับเวกเตอร , ,n a b c  แลวสมการรูปท่ัวไปของสมการระนาบ คือ  

0ax by cz d     
เมื่อ , ,a b c  และ d  เปนคาคงท่ี โดยท่ี ,a b  และ c  ไมเปนศูนยพรอมกัน 
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ตัวอยาง 7.4.1 จงหาสมการระนาบ S  ท่ีผานจุด (3, 0,7)  และต้ังฉากกับเวกเตอร 4,2, 5n     
วิธีทํา ให ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนระนาบ S  และ 0(3, 0,7)P  เปนจุดท่ีอยูบนระนาบ S  

 0 3, 0, 7PP x y z    


 

 จากทฤษฎีบท 7.4.1 จะไดวา 

0 0
4,2, 5 3, 0, 7 0
4( 3) 2( 0) 5( 7) 0

4 12 2 0 5 35 0
4 2 5 23 0

n P P
x y z

x y z
x y z

x y z

 
     
     
     

   



 

ดังนั้น สมการระนาบ S  คือ 4 2 5 23 0x y z     

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.4.1 ดังรูปที่ 7.32  

 

 
 

รูปที่ 7.32 ระนาบ 4 2 5 23 0x y z     
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ตัวอยางที่ 3 จงหาสมการระนาบท่ีผานจุด (1,2, 3), ( 1, 4,5), (0,1, 6)A B C    

วิธีทํา หาเวกเตอรที่ต้ังฉากกับระนาบ จาก AB AC
 

 จะได 

 

ˆˆ ˆ
2 2 2
1 1 9
16, 20,4

i j k
AB AC  

  
  

 

 

 เลือกจุด (0,1, 6)C   และจากทฤษฎีบท 7.4.1 จะไดวา 

0 0
16, 20, 4 0, 1, 6 0
16( 0) 20( 1) 4( 6) 0

4 5 11

n P P
x y z

x y z
x y z

 
      
      

  



 

ดังนั้น สมการระนาบ 4 5 11x y z    

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.4.2 ดังรูปที่ 7.33 
 

 
 

รูปที่ 7.33 ระนาบ 4 5 11x y z    
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ตัวอยาง 7.4.3 จงหาสมการระนาบที่ผานจุด (1, 2, 3)  และตั้งฉากกับเวกเตอรท่ีขนานกับรอยตัดของ

ระนาบ 2 3 1x y z    และ 3 5x y   

วิธีทํา รอยตัดของระนาบ 2 3 1x y z    และ 3 5x y   คือ 

 1 2

ˆˆ ˆ
1 2 3
3 1 0

3,9,7

i j k
N N  

 

 
 

 สมการระนาบที่ผานจุด (1, 2, 3)  และต้ังฉากกับเวกเตอร 3,9,7  จะไดวา 

0 0
3,9,7 1, 2, 3 0

3 9 7 0

n P P
x y z

x y z

 
     

  



 

ดังนั้น สมการระนาบ 3 9 7 0x y z    

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.4.3 ดังรูปที่ 7.34  
 

 
 

รูปที่ 7.34 ระนาบ 3 9 7 0x y z    
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7.4.1 มุมระหวางระนาบ  

 

 

 

 

 

(Larson, Ron & Edwards H. Bruce,  2011 : 802) 

ตัวอยาง 7.4.1.1 จงหามุมระหวางระนาบ 5 2 5 12x y z    และระนาบ 2 7 11x y z    

วิธีทํา ให 1 5, 2,5N  


 และ 2 2,1, 7N  


 จากนิยาม 7.4.1 จะไดวา 

  

2 2 2 2 2 2

10 2 35cos
5 ( 2) 5 2 1 ( 7)
1
2

120





 
     



 

 

ดังนั้น มุมระหวาง 2 ระนาบน้ี คือ 120    

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.4.1.1 ดังรูปที่ 7.35  
 

 
 

รูปที่ 7.35 มุมระหวางระนาบ 5 2 5 12x y z    และระนาบ 2 7 11x y z    

บทนิยาม 7.4.1 ให 1N


 และ 2N


 เปน Normal Vector ของระนาบ 1S  และระนาบ 2S  ตามลําดับ 

มุมระหวางระนาบ 1S  และระนาบ 2S  หมายถึงมุมระหวาง 1N


 และ 2N


 โดยท่ี 

1 2

1 2

cos
N N
N N
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7.4.2 เสนตรงที่เกิดจาการตัดกันของระนาบ  

ดํารง ทิพยโยธา สุรชัย สมบัติบริบูรณ และนัฏฐนาถ ไตรภพ  (2558 : 182) ไดกลาววา 

ระนาบสองระนาบถาไมขนานกันจะตองตัดกันเสมอ และรอยตัดของท้ังสองระนาบเปนเสนตรงใน 3 มิติ  

ถาให 1N


 และ 2N


 เปน Normal Vector จะไดวา 1 2N N
 

 จะเปนเวกเตอรที่ขนานกับสมการที่เกิด

จากการตัดกันของระนาบ 

 

ตัวอยาง 7.4.2.1 จงหาสมการเสนตรงท่ีเกิดจากการตัดกันของระนาบ 4 2 4 10 0x y z     และ

ระนาบ 3 6 2 2 0x y z     

วิธีทํา ให 1 4, 2,4N  


 และ 2 3, 6, 2N   


  

 หาเวกเตอรที่ขนานกับเสนตรงน้ีจาก  

1 2

ˆˆ ˆ
4 2 4
3 6 2
28,20, 20

i j k
N N  

 
 

 
 

   เวกเตอรท่ีขนานกับเสนตรงนี้ คือ 1 28,20, 20v  
 หรือ 7,5, 5v  

 

หาจุดบนรอยตัดของระนาบ 4 2 4 10 0x y z     และ 3 6 2 2 0x y z      

โดยให 0x   จะไดวา 

2 4 10 0 ......................................................................(1)
6 2 2 0 ......................................................................(2)
y z
y z

   
     

นํา (1) 3 (2)   จะได 

 
14 28

2
z
z



 

จาก 0x   และ 2z   แทนใน 3 6 2 2 0x y z     จะได 

 

3(0) 6 2(2) 2 0
6 6 0

6 6
1

y
y

y

   
  




 

เพราะฉะน้ัน จุดที่อยูบนรอยตัดของสองระนาบนี้ คือจุด 0(0, 1,2)P   

ให ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนรอยตัดของสองระนาบนี้ จะไดสมการเสนตรง ดังน้ี 
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0

0, 1, 2 7,5, 5
, 1, 2 7 ,5 , 5

PP tv
x y z t

x y z t t t


    

   

 

 

จากสมบัติการเทากันของเวกเตอร จะได 

7 , 1 5 , 2 5x t y t z t       เมื่อ t   

หรือ  1 2
7 5 5
x y z  


 

ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีเกิดจากการตัดกันของระนาบ 4 2 4 10 0x y z     และระนาบ 

3 6 2 2 0x y z     คือ 1 2
7 5 5
x y z  


 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.4.2.1 ดังรูปที่ 7.36 

 

 
 

รูปท่ี 7.36 สมการเสนตรง 1 2
7 5 5
x y z  
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7.4.3 ระยะทางจากจุดไปยังระนาบ  

 

 

 

 

(Fuller, Gordon & Tarwater, Dolton,  1992 : 324-325) 

พิสูจน กําหนดให 0 0 0 0( , , )P x y z  เปนจุดท่ีไมไดอยูบนระนาบ 1 1 1 1( , , )P x y z  เปนจุดท่ีอยูบนระนาบ

, ,N a b c


 เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับระนาบ และ D  เปนระยะทางจากจุด 0 0 0 0( , , )P x y z  ไปตั้งฉาก

กับระนาบ  จากสมบัติของภาพฉากเชิงสเกลาร จะได 

    

1 0

0 1 0 1 0 1

2 2 2

0 0 0 1 1 1

2 2 2

, , , ,

( )

PP N
D

N
x x y y z z a b c

a b c
ax by cz ax by cz

a b c




   


 
    


 

 



 

 ให 1 1 1( )d ax by cz     จะไดวา 
0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

  


 
 

 

 
 

รูปท่ี 7.37 ระยะทางจากจุด 0 0 0 0( , , )P x y z  ไปยังระนาบ 0ax by cz d      

ทฤษฎีบท 7.4.3 ระยะทางระหวางจุด 0 0 0 0( , , )P x y z  กับระนาบ 0ax by cz d     คือ 

0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c
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ตัวอยาง 7.4.3.1 จงหาระยะตั้งฉากจากจุด (2, 3,1)  กับระนาบ 2 3 6 14 0x y z     

วิธีทํา ให D  เปนระยะต้ังฉากจากจุด (2, 3,1)  ไปยังระนาบ 2 3 6 14 0x y z     

 จากทฤษฎีบท 7.4.3 จะไดวา 

0 0 0

2 2 2

2 2 2

(2)(2) ( 3)( 3) ( 6)(1) ( 14)

2 ( 3) ( 6)
7

49
1

ax by cz d
D

a b c

  


 
      


   






 

ดังนั้น ระยะตั้งฉากจากจุด (2, 3,1)  กับระนาบ 2 3 6 14 0x y z     คือ 1  หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.4.3.1 ดังรูปที่ 7.38 
 

 
 

รูปท่ี 7.38 ระยะตั้งฉากจากจุด (2, 3,1)  กับระนาบ 2 3 6 14 0x y z     
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ตัวอยาง 7.4.3.2 จงหาระยะตั้งฉากจากจุด (5, 3, 3)  กับระนาบ 2 2 5 0x y z     

วิธีทํา ให D  เปนระยะต้ังฉากจากจุด (5, 3, 3)  ไปยังระนาบ 2 2 5 0x y z     

 จากทฤษฎีบท 7.4.3 จะไดวา 

0 0 0

2 2 2

2 2 2

(2)(5) ( 1)( 3) (2)(3) 5

2 ( 1) 2
24

9
8

ax by cz d
D

a b c

  


 
    


  





 

ดังนั้น ระยะตั้งฉากจากจุด (5, 3, 3)  กับระนาบ 2 2 5 0x y z     คือ 8  หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.4.3.2 ดังรูปที่ 7.39 
 

 
 

รูปที่ 7.39 ระยะตั้งฉากจากจุด (5, 3, 3)  กับระนาบ 2 2 5 0x y z     
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7.4.4 ระยะทางระหวางระนาบท่ีขนานกันสองระนาบ  

 

 

 

 
 

(ดํารง ทิพยโยธา สุรชัย สมบัติบริบูรณ และนัฏฐนาถ ไตรภพ,  2558 : 179-180) 

พิสูจน กําหนดใหระนาบ 1 1; 0ax by cz d      และระนาบ 2 2; 0ax by cz d      

D  เปนระยะต้ังฉากระหวางระนาบ 1  และระนาบ 2  และใหจุด 2, ,
ax by d

P x y
c

        
 เปนจุดท่ี

อยูบนระนาบ 2  จากทฤษฎีบท 7.4.3 ระยะหางระหวางจุด P  ไปยังระนาบ 1  คอื 

    

2
1

2 2 2

2 1

2 2 2

1 2

2 2 2

ax by d
ax by c d

c
D

a b c
ax by ax by d d

a b c
d d

a b c

          


 
    


 




 

 

ดังนั้น ระยะหางระหวางระนาบ 1  และระนาบ 2  คือ 1 2

2 2 2

d d
D

a b c




 
 

 

 
 

รูปที่ 7.40 ระยะหางระหวางระนาบ 1 0ax by cz d     กับระนาบ 2 0ax by cz d       

ทฤษฎีบท 7.4.4 ระยะหางระหวางระนาบ 1 0ax by cz d     กับระนาบ 

2 0ax by cz d     คือ 

1 2

2 2 2

d d
D

a b c
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ตัวอยาง 7.4.4.1 จงหาระยะหางระหวางระนาบ 2 3 6 1 0x y z     กับระนาบ 

2 3 6 15 0x y z     
วิธีทํา ให D  เปนระยะต้ังฉากระหวางระนาบ 2 3 6 1 0x y z     กับระนาบ 

2 3 6 15 0x y z     
 จากทฤษฎีบท 7.4.4 จะไดวา  

1 2

2 2 2

2 2 2

1 15

2 ( 3) 6
2

d d
D

a b c




 



  



 

ดังนั้น ระยะหางระหวาง 2 3 6 1 0x y z     กับ 2 3 6 15 0x y z     คือ 2  หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.4.4.1 ดังรูปที่ 7.341 
 

 
 

รูปท่ี 7.41 ระยะหางระหวางระนาบ 2 3 6 1 0x y z     กับระนาบ 2 3 6 15 0x y z     
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ตัวอยาง 7.4.4.2 จงหาระยะหางระหวางระนาบ 2 2 3x y z    และ 2 2 15x y z    

วิธีทํา ให D  เปนระยะต้ังฉากระหวางระนาบ 2 2 3x y z    กับระนาบ 

2 2 15x y z    
 จากทฤษฎีบท 7.4.4 จะไดวา  

1 2

2 2 2

2 2 2

3 15

1 2 ( 2)
18

1 4 4
6

d d
D

a b c




 
 


  



 



 

ดังนั้น ระยะหางระหวาง 2 2 3x y z    กับ 2 2 15x y z    คือ 6  หนวย 

ใชโปรแกรม Geogebra หาคําตอบสําหรับตัวอยาง 7.4.4.2 ดังรูปที่ 7.42 
 

 
 

รูปท่ี 7.42 ระยะหางระหวางระนาบ 2 2 3x y z    กับระนาบ 2 2 15x y z    
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สรุปทายบทที่ 7  

สําหรับบทที่ 7 น้ันเราไดศึกษาเรื่องเรขาคณิตในปริภูมิ 3 มิติ ซึ่งในปริภูมิ 3 มิตินั้นประกอบไป

ดวยระนาบ 3 แผน ต้ังฉากซึ่งกันและกัน เรียกวา ระนาบพิกัด (Coordinate Planes) ไดแก ระนาบ 

XY  ระนาบ XZ  และระนาบ YZ  ระนาบทั้งสามตัดกันในแนวตั้งฉาก รอยตัดเกิดเปนเสนตรง 3 เสน 

ตั้งฉากซึ่งกันและกัน เรียกวาแกนพิกัด (Coordinate Axes) คือ แกน X  แกน Y  และแกน Z  แกนท้ัง

สามตัดกันท่ีจุด O  เรียกวาจุดกําเนิด (Origin) ระนาบพิกัดแบงปริภูมิ 3 มิติ ออกเปน 8 อัฐภาค และสูตร

หรือทฤษฎีท่ีเกี่ยวของในบทน้ีประกอบไปดวย 

1. ระยะทางระหวางจุด 1 1 1 1( , , )P x y z  และจุด 2 2 2 2( , , )P x y z  คือ  

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )PP x x y y z z       

2. ถา ( , , )P x y z  แบงสวนของสวนของเสนตรงท่ีเชื่อมจุด 1 1 1 1( , , )P x y z  และ 2 2 2 2( , , )P x y z   

ออกเปนอัตราสวน 1

2

PP
r

PP
  แลวจะไดวา 

1 2 1

1 2 1

1 2 1

( )
( )
( )

x x r x x
y y r y y
z z r z z

  
  
  

 

3. ถา ( , , )P x y z  เปนจุดกึ่งกลางของสวนของเสนตรงที่เชื่อมจุด 1 1 1 1( , , )P x y z  และจุด  

2 2 2 2( , , )P x y z  แลวจะไดวา 

1 2 1 2 1 2, ,
2 2 2

x x y y z z
x y z

  
    

4. เวกเตอร PQ


 เมื่อมีจุดเริ่มตนท่ีจุด 1 1 1( , , )P x y z  และจุดปลายท่ี 2 2 2( , , )Q x y z  มี ตัวแทน 

มาตรฐานเปน 2 1 2 1 2 1
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )PQ x x i y y k z z j     


 และขนาดของ PQ


 เขียนแทนดวย 

PQ


 โดยท่ี 2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )PQ x x y y z z     


 

5. ให 1 2 3
ˆˆ ˆu a i a j a k    และ 1 2 3

ˆˆ ˆv̂ b i b j b k    ผลคูณเชิงสเกลารเขียนแทนดวย  

u v   นิยามโดย 1 1 2 2 3 3u v a b a b a b     หรือ cosu v u v      

- ภาพฉายเชิงเวกเตอรของ u  บน v  คือ 
2v

u vu v
v

        


 
  

- ภาพฉายเชิงสเกลารของ u  บน v  คือ v
u vu
v
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- ให 1 2 3
ˆˆ ˆu a i a j a k    และ 1 2 3

ˆˆ ˆv̂ b i b j b k    เปนเวกเตอรใด ๆ ในปริภูมิ 3  

มิติ ผลคูณเชิงเวกเตอรเขียนแทนดวยสัญลกัษณ u v   นิยามโดย 

1 2 3

1 2 3

ˆˆ ˆi j k
u v a a a

b b b
   

- สมการเสนตรงในปริภูมิ 3 มิติ เขียนได 3 แบบ ดังน้ี 

1. 0 0 0, , , ,x y z x at y bt z ct     เรียกวา สมการในรูปเวกเตอร 

2. 0 0 0, ,x x at y y bt z z ct       เรียกวา สมการอิงตัวแปรเสริม 

3. 0 0 0x x y y z z
a b c
  

   เรียกวา สมการสมมาตร 

-  ระยะทางจากจุด Q  มายงัเสนตรง L  คือ 
PQ v

d
v




 

  

- ถาระนาบ S  ผานจุด 0 0 0 0( , , )P x y z  จุด ( , , )P x y z  เปนจุดใด ๆ บนระนาบ S  และ 

ระนาบ S  ต้ังฉากกับ , ,n a b c  แลวสมการรูปท่ัวไปของสมการระนาบ คือ  

0ax by cz d     

- ให 1N


 และ 2N


 เปน Normal Vector ของระนาบ 1S  และระนาบ 2S  ตามลําดับ มุม 

ระหวางระนาบ 1S  และระนาบ 2S  หมายถึงมุมระหวาง 1N


 และ 2N


 โดยท่ี 1 2

1 2

cos
N N
N N





 
   

- ระนาบสองระนาบถาไมขนานกันจะตองตัดกันเสมอ และรอยตัดของท้ังสองระนาบเปน 

เสนตรงใน 3 มิติ  ถาให 1N


 และ 2N


 เปน Normal Vector จะไดวา 1 2N N
 

 จะเปนเวกเตอรท่ีขนาน

กับสมการท่ีเกิดจากการตัดกันของระนาบ 

- ระยะทางระหวางจุด 0 0 0 0( , , )P x y z  ไปยังระนาบ 0ax by cz d     คือ 

0 0 0

2 2 2

ax by cz d
D

a b c

  


 
 

- ระยะหางระหวางระนาบ 1 0ax by cz d     กับ 2 0ax by cz d   

คือ 

1 2

2 2 2

d d
D

a b c
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แบบฝกหัดบทท่ี 7 
 

จงหาสมการสมมาตรและสมการอิงตัวแปรเสริมของเสนตรงตามเงื่อนไขตอไปน้ี (ขอ 7.1 - 7.6) 

7.1 ผานจุด (4, 3,2)P   และขนานกับเวกเตอร 1, 3,2v  
  

7.2 ผานจุด (1,1, 2)P   และขนานกับเวกเตอร ˆˆ ˆ5 4 2v i j k  
  

7.3 ผานจุด (0,0,0)P  และขนานกับเวกเตอร ˆˆ2 3v i k 
  

7.4 ผานจุด 1(2,4, 1)P   และจุด 2(3,2, 4)P    

7.5 ผานจุด 1( 3,2,1)P   และจุด 2(9,0, 1)P    

7.6 ผานจุด 1(2,2,2)P  และจุด 2( 1, 2, 3)P      
 

ระยะทางจากจุดไปยังเสนตรงท่ีกําหนดใหตอไปน้ี (ขอ 7.7 - 7.12) 

7.7 จุด (2,1,3)  และเสนตรง 2 2 , 4 , 1x t y t z t       

7.8 จุด ( 1,4,3)  และเสนตรง 10 4 , 3, 4x t y z t      

7.9 จุด (3, 1, 4)  และเสนตรง 
3 54

2 3
y zx       

7.10 จุด (0,0,12)  และเสนตรง 
4 2 2
x y z    

7.11 จุด (2,1, 1)  และเสนตรง 2 , 1 2 , 2x t y t z t      

7.12 จุด (0,0,0)  และเสนตรง 1, 2, 3 0,1, 2x y z t       
 

จงหาสมการระนาบที่กําหนดตามเงื่อนไขตอไปน้ี (ขอ 7.13 - 7.20) 

7.13 ผานจุด (0,2, 1)P   และต้ังฉากกับเวกเตอร 3, 2, 1v   
  

7.14 ผานจุด (1, 1,3)P   และขนานกับระนาบ 2 3 5x y z     

7.15 ผานจุด (2,4,5)P  และตั้งฉากเสนตรง 5 , 1, 4x t y z t      

7.16 ผานจุด (1, 1,2)P   และตั้งฉากกับเวกเตอร AB


 โดยท่ี (2,1, 3)B  

7.17 ผานจุด (0,2, 1)P   และต้ังฉากกับเวกเตอร 3, 2, 1v   
  

7.18 ผานจุด (0,1,2),(2,0,3)  และจุด (4, 3, 0)   

7.19 ต้ังฉากกับเวกเตอร ˆˆ ˆ4v i j k  
  และผานจุดกําเนิด 

7.20 ต้ังฉากกับสวนของเสนตรงท่ีเชื่อมจุด (4,0,6)P  และจุด (0, 8,2)Q   และผานจุดกึ่งกลาง

ของสวนของเสนตรง PQ  
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จงหามุมระหวางระนาบสองระนาบตอไปน้ี (ขอ 7.21 - 7.26) 

7.21 ระนาบ 1 0x y    และระนาบ 2 2 2 0x y z     

7.22 ระนาบ 5 10x y z    และระนาบ 2 3 1x y z    

7.23 ระนาบ 2 2 2 3x y z    และระนาบ 2 2 5x y z    

7.24 ระนาบ 1x y z    และระนาบ XY  

7.25 ระนาบ 4 3 12x y   และระนาบ 3 2 6 6x y z    

7.26 ระนาบ 2 2 3x y z    และระนาบ 2 2x y z    

 

จงหาสมการเสนตรงซึ่งเปนรอยตัดของระนาบสองระนาบตอไปน้ี (ขอ 7.26 - 7.30) 

7.27 ระนาบ 9x y z    และระนาบ 2 3x y z    

7.28 ระนาบ 8x y z    และระนาบ 2 2 6x y z    

7.29 ระนาบ 2 1x y z    และระนาบ 3 3 7x y z    

7.30 ระนาบ 2 8 0x y z     และระนาบ 2 2 4 0x y z     

 

จงหาระยะทางระหวางจุดไปยังระนาบที่กําหนดใหตอไปน้ี (ขอ 7.31 - 7.34) 

7.31 จุด (2, 3, 4)  ไปยังระนาบ 2 2 13x y z    

7.32 จุด (0, 1, 0)  ไปยังระนาบ 4 3 12 0y z    

7.33 จุด ( , ,2 )a a a  ไปยังระนาบ 2 4 , 0ax y az a a     

7.34 จุด ( 1,2,1)  ไปยังระนาบท่ีผานจุด (0, 0, 0),(1,2, 4) และจุด ( 2, 1,1)   

7.35 จุด ( 1,2,1)  ไปยังระนาบท่ีผานจุด ( 3,5,1)  และตั้งฉากกับ 3,1,5v 
 

 

จงหาระยะทางระหวางระนาบสองระนาบที่ขนานกันในแตละขอตอไปน้ี (ขอ 7.36 - 7.42) 

7.36 ระนาบ 4 2 4x y z    และระนาบ 4 2 10x y z    

7.37 ระนาบ 2 6x y   และระนาบ 2 1x y   

7.38 ระนาบ 2 2 9x y z    และระนาบ 2 2 12x y z    

7.39 ระนาบ 4x y z    และระนาบ 2 2 2 3x y z    

7.40 ระนาบ 2 2 4x y z    และระนาบ 2 2 2x y z    

7.41 ระนาบ 2 8 0x y z     และระนาบ 5 5 10 57x y z    

7.42 ระนาบ 2 2 4 0x y z     และระนาบ 8 4 8 63 0x y z      


