
บทที่ 10
ฟลดของผลหารและการแยกตัวประกอบของฟลด

ฟลดของผลหาร

พิจารณาเซตของจำนวนตรรกยะ Q =

{
a
b
|a, b ∈ Z, b ̸= 0

}
จะเห็นไดวาเซตของจำนวน

ตรรกยะเปนฟลด นั่นคือ เราสามารถสรางฟลดของจำนวนตรรกยะไดจากริงของจำนวนเต็ม โดย
อาศัยแนวความคิดนี้ เราสามารถสรางฟลดของผลหารจากอินทิกรัลโดเมนใด ๆ ได
ถาให D เปนอินทิกรัลโดเมน แลวผลคูณคารทีเซียนของ D และ D คือ

D ×D = {(a, b)|a, b ∈ D}

ซึ่ง ถาพิจารณาคูอันดับ (a, b) ∈ D×D ในลักษณะผลหารรูปใน (formal quotiend) a
b
แลวจะเห็น

วา ถา D = Z จะไดวา (5, 9) ∈ D×D ก็คือจำนวน 5
9
∈ Q นั่นเอง แตสำหรับ (5, 0) ∈ D×D

นั้น ก็คือจำนวน 5
0
ซึ่งไมนิยาม เพราะฉะนั้นเราจึงมาพิจารณาเซตยอยของ D ×D แทน ซึ่งเซตยอย

ดังกลาวคือ

S({(a, b)|a, b(D และ b)0})

กรณีนี้ ถา D = Z ก็จะเห็นวาคูอันดับ (5, 9) และ (10, 18) นั้น ก็คือจำนวนตรรยะตัวเดียวกันจาก
ขอสังเกตดังกลาวจึงกำหนดความสัมพันธในเซต S ดังบทนิยามตอไปนี้

บทนิยาม 10.1 กำหนดให D เปนอินทิกรัลโดเมน และ S = {(a, b)|a, b ∈ D และ b ̸= 0}
กำหนดความสัมพันธ ∼ บน S ดังนี้ สำหรับทุก (a, b, ), (c, d) ∈ S

(a, b) ∼ (c, d) ก็ตอเมื่อ ad = bc

จากบทนิยาม 10.1 จะเห็นวา ถา D = Z แลวความสัมพันธ ∼ ก็คือการเทากัน (=) นั่นเอง เชน
สำหรับ (5, 9), (10, 18) ∈ S จะไดวา 5

9
= 10

18
ทั้งนี้เพราะวา (5)(18) = (10)(9)

ทฤษฎีบท 10.2 จากบทนิยาม 10.1 จะไดวา ความสัมพันธ ∼ บนเซต S เปนความสัมพันธสมมูล
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การพิสูจน กำหนดให (a1, b1), (a2, b3), (a3, b3) ∈ S ดังนั้น a1, a2, a3, b1, b2, b3 ∈
D โดยที่ b1 ̸= 0, b2 ̸= 0 และ b3 ̸= 0

(1) เนื่องจาก a1b1 = a1b1 ดังนั้น (a1, b1) ∼ (a1, b1)

(2) สมมติให (a1, b1) ∼ (a2, b2) จะไดวา a1b2 = b1a2 นั่นคือ a2b1 = b2a1
ทำใหไดวา (a2, b2) ∼ (a1, b1)

(3) สมมติให (a1, b1) ∼ (a2, b2) และ (a2, b2) ∼ (a3, b3) ดังนั้น a1b2 = b1a2
และ a2b3 = b2a3 พิจารณา

a1b3b2 = a1b2b3 = b1a2b3 = b1b2a3 = b1a3b2
จะได (a1b3 − b1a3)b2 = 0 โดยที่ b2 ̸= 0
และเพราะวา D เปนอินทิกรัลโดเมน จึงทำให D ไมมีตัวหารของศูนย
ดังนั้น a1b3 − b1a3 = 0

ดังนั้น a1b3 = b1a3 นั่นคือ (a1, b1) ∼ (a3, b3)
จาก (1)− (3) จึงสรุปไดวา ∼ เปนความสัมพันธสมมูลบน S

หมายเหตุ เนื่องจาก ∼ เปนความสัมพันธสมมูลบน S ดังนั้น สำหรับแตละ (a, b) ∈ S ชั้นสมมูลของ
(a, b) หมายเหตุเซต

[(a, b)] = {(x, y) ∈ S|(x, y) ∼ (a, b)}
= {(x, y) ∈ S|xb = ya}

จะเห็นวา ถา b, d ∈ D โดยที่ b ̸= 0 แลว
[(0, b)] = {(x, y) ∈ S|(x, y) ∼ (0, b)}

= {(x, y) ∈ S|xb = y0}
= {(x, y) ∈ S|xb = 0}
= {(x, y) ∈ S|x = 0} (จาก b ̸= 0 และ D ไมมีตัวหารของศูนย)
= {(0, y) ∈ S|y ∈ D และ y ̸= 0}

ในทำนองเดียวกัน จะไดวา
[(0, b)] = {(x, y) ∈ S|x = 0}

= {(0, y) ∈ S|y ∈ D และ y ̸= 0}
เชนกัน ดังนั้น [(0, b)] = [(0, d)]
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นอกจากนี้ ยังไดวา
[(b, b)] = {(x, y) ∈ S|(x, y) ∼ (b, b)}

= {(x, y) ∈ S|xb = yb}
= {(x, y) ∈ S|xb− yb = 0 ∈ D}
= {(x, y) ∈ S|(x− y)b = 0}
= {(x, y) ∈ S|(x− y) = 0}

(จาก b ̸= 0 และ D ไมมีตัวหารของศูนย)
= {(x, y) ∈ S|(x = y}
= {(y, y) ∈ S|y ∈ D และ y ̸= 0}

ในทำนองเดียวกัน จะไดวา
[(d, d)] = {(x, y) ∈ S|x = y}

= {(y, y) ∈ S|y ∈ D และ y ̸= 0}
เชนกัน ดังนั้น [(b, b)] = [(d, d)]

ตอไปจะเปนการสรางฟลดของผลหารโดยอาศัยความสัมพันธสมมูล ∼ บน S ดังนี้

ทฤษฏีบท 10.3 กำหนดให F เปนเซตของชั้นสมมูลทั้งหมด ภายใตความสัมพันธสมมูลใน
ทฤษฎีบท 10.2 ดังนั้น

F = {[(a, b)]|(a, b) ∈ S}
= {[(a, b])|a, b ∈ D (และ b ̸= 0)}

กำหนดการบวก และการคูณบน F ดังนี้ สำหรับทุก [(a, b)], [(c, d)] ∈ F
[(a, b)] + [(c, d)] = [(ad+ bc, bd)]

และ [(a, b)][(c, d)] = [(ac, bd)]
จะไดวาการดำเนินการการบวก และกาารคูณบน F เปนการดำเนินการแจมชัด
(well − definedoperations) และเปนการดำเนินการทวิภาคบน F

การพิสูจน กำหนดให [(a, b)], [(c, d)] ∈ F ดังนั้น (a, b), (c, d) ∈ S

และไดวา b ̸= 0d ̸= 0 เนื่องจาก D เปนอินทิกรัลโดเมน
จึงไดวา bd ̸= 0

เพราะฉะนั้น (ad+ bc, bd) ∈ S

นั่นคือ [(ad+ bc, bd)], [(ac, bd)] ∈ F
สมมติให [(a1, b1)] = [(a, b)]

และ [(c1, d1)] = [(c, d)] นั่นคือ (a1b1) ∈ [(a, b)] และ (c1, d1) ∈ [(c, d)]

ดังนั้น (a1, b1) ∼ (ab) และ (c1,d1) ∼ (cd)
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นั่นคือ a1b = b1a และ c1d = d1c
จะไดวา a1bd1d = b1ad1d และ c1db1b = d1cb1b

เพราะฉะนั้น
a1bd1d+ c1db1b = b1ad1d+ d1cb1b
(a1b1 + c1b1)bd = b1d1(ad+ bc)

ดังนั้น (a1d1 + c1b1, b1d1) ∼ (ad+ bc, bd)
จึงไดวา (a1d1 + b1c1, b1d1) ∈ [(ad+ bc, bd)]

นั่นคือ [(a1d1 + b1c1, b1d1)] = [(ad+ bc, bd)]
หรือ [(a1, b1)] + [(c1, d1)] = [(a, b)] + [(c,d)]

และเนื่องจาก a1b = b1a และ c1d = d1c
จะไดวา a1bc1d = b1ad1c

a1c1bd = b1d1ac (เพราะวา D เปนริงสลับที่)
ดังนั้น (a1c1, b1d1) ∼ (ac, bd)
จึงไดวา (a1c1, b1d1) ∈ [(ac, bd)]

นั่นคือ [(a1c1, b1d1)] = [(ac, bd)]
หรือ [(a1, b1)][(c1, d1)] = [(a, b)][(c, d)]

ทฤษฎีบท 10.4 F เปนฟลด

การพิสูจน เนื่องจาก D เปนอินทิกรัลโดเมน
เพราะฉะนั้น D เปนริงสลับที่ที่ไมมีตัวหารของศูนย
สมมติให [(a, b)], [(c, d)] ∈ F
จะไดวา [(a, b)] + [(c, d)] = [(ab+ bc, bd)]
และ [(c, d)] + [(a, b)] = [(cb+ da, db)]

เนื่องจาก ab+ bc = cb+ da และ bd = db
ดังนั้น (ab+ bc, bd) ∼ (cb+ da, db)

นั่นคือ [(ad+ bc, bd)] = [(cb+ da, db)]
หรือ [(a, b)] + [(c, d)] = [(c, d)] + [(a, b)]
และจากบทนิยามการคูณบน F

จะไดวา [(a, b)][(c, d)] = [(ac, bd)]

และ [(c, d)][(a, b)] = [(ca, db)] แตเนื่องจาก ac = ca และ bd = db

ดังนั้น (ac, bd) ∼ (ca, db)

นั่นคือ [(ac, bd)] = [(ca, db)] หรือ [(a, b)][(c, d)] = [(c, d)][(a, b)]

สรุปไดวา การบวกและการคูณใน F มีสมบัติการสลับที่



5

ในทำนองเดียวกัน จะไดวาการบวก และการคูณใน F มีสมบัติการเปลี่ยนหมู
ดวย นอกจากนี้ยังไดวา [(0, b)] เปนสมาชิกเอกลักษณการบวกเมื่อ b ∈ D
และ b ̸= 0 และสำหรับ [(a, b)] ∈ F จะไดวา [(−a, b)] ∈ F เปนตัวผกผัน
การบวกของ [(a, b)] นั่นคือ F เปนอาบีเลียนกรุป ภายใตการบวก

สำหรับการคูณนั้น จะไดวา F − {[0, b]|b ∈ D และ b ̸= 0}
มีสมบัติการปด ทั้งนี้ เพราะวาD ไมมีตัวหารของศูนย และมี [a, a] เปนสมาชิก
เอกลักษณการคูณ เมื่อ a ∈ D และ a ̸= 0

สำหรับ [(c, d)] ∈ F − {[(0, b)]|b ∈ D และ b ̸= 0 }
จะไดวา ถา c = 0 แลว cb = 0d = 0 และ d0 = 0
ดังนั้น cd = d0 นั่นคือ (c, d) ∼ (0, b)
จึงไดวา [(c, d)] = [(0, b)] แต [(0, b)] เปนสมาชิกเอกลักษณการบวกของ F
จึงเกิดขอขัดแยง
เพราะฉะนั้น c ̸= 0 เปนผลให [(d, c)] ∈ F − {[(0, b)]|b ∈ D
และ b ̸= 0} จะเห็นวา [(c, d)][(d, c)] = [(cd, dc)]

เนื่องจาก D เปนริงสลับที่ ดังนั้น cd = dc ทำใหไดวา (cd)a = (dc)a

นั่นคือ (cd, dc) ∼ (a, a) ดังนั้น [(c, d)][(d, c)] = [(a, a)] โดยที่ [(a, a)]
เปนสมาชิกเอกลักษณการคูณของ F
ฉะนั้น [(d, c)] เปนตัวผกผันการคูณของ [(c, d)]
จึงสรุปไดวา F − {[(0, b)]|b ∈ D และ b ̸= 0} เปนอาบีเลียนกรุปภายใต
การคูณ
ตอไปสมมติให [(p, q)], [(s, t)], [(u, v)] ∈ F เมื่อพิจารณา

[(p, q)]([(s, t)] + [(u, v)]) = [(p, q)][(sv + tu, tv)]
= [(p(sv + tu), qtv)]
= [(psv + ptu, qtv)]
= [(psv + ptu, qtv)][(q, q)]
= [((psv + pyu)q, (qtvq)]
= [psvq + qtpu, qtqv]
= [(ps)(qv) + (qt)(pu), (qt)(qv)]
= [ps, qt] + [pu, qv]
= [(p, q)][(s, t)] + [(p, q)][(u, v)]

จึงไดวา F มีสมบัติการแจกแจง สรุปไดวา F เปนฟลด

หมายเหตุ เรียกฟลด F ในทฤษฎีบท 10.4 วาฟลดของผลหาร (field of quotients) ของอินทิกรัล
โดเมน D

ทฤษฏีบทตอไปนี้จะใหความสัมพันธระหวางอินทิกรัลโดเมนกับฟลดของผลหารของอินทิกรัลนั้น

บทนิยาม 10.5 กำหนดให R และ R′ เปนริง จะกลาววา R สามารถฝงใน R
′ (can beimbedded

in R
′ ) ก็ตอเมื่อ มีโมโนมอรฟซึม (monomorphism) จาก R ไปยัง R′
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ตัวอยางที่ 10.1 พิจารณาริงของเซตของจำนวนเต็ม Z และฟลดของเซตของจำนวนตรรกยะ Q ถาให
θ : Z → Q เปนฟงกชันที่กำหนดโดย θ(z) = z

1
สำหรับทุก z ∈ Z

สมมติให z1, z2 ∈ Z
เนื่องจาก θ(z1 + z2) =

z1+z2
1

= z1
1
+ z2

1
= θ(z1) + θ(z2)

และ θ(z1z2) =
z1z2
1

= z1
1
· z2

1
= θ(z1)θ(z2)

จะไดวา θ เปนโฮโมมอรฟซึมจาก Z ไปยัง Q
และถาให θ(z1)θ(z2) แลว z1

1
= z2

1
นั่นคือ z1 = z2

ดังนั้น θ เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก Z ไปยัง Q
เพราะฉะนั้น θ เปนโมโนมอรฟซึมจาก Z ไปยัง Z
จึงสรุปไดวา ริงของเซตของจำนวนเต็ม Q สามารถฝงในฟลดของเซตของ
จำนวนตรรกยะ Q

ทฤษฏีบท 10.6 ทุกอินทิกรัลโดเมนสามารถฝงในฟลด

การพิสูจน กำหนดให D เปนอินทิกรัลโดเมน และ F เปนฟลดของผลหารของ D
พิจารณา θ : D → F ที่กำหนดโดย

θ(a) = [(ax, x)] สำหรับทุก a ∈ D เมื่อ x ∈ D − {0}
เห็นไดชัดวา θ เปนฟงกชันจาก D ไปยัง F
ตอไปจะแสดงวา θ เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง
โดยสมมติให θ(a) = θ(b) เมื่อ a, b ∈ D ดังนั้น [(ax, x)] = [(bx, x)]

ฉะนั้น (ax, x) ∼ (bx, x) นั่นคือ ax2 = bx2

ทำใหไดวา ax2 − bx2 = (a− b)x2 = 0

เนื่องจาก D ไมมีตัวหารของศูนย ดังนั้น x2 ̸= 0 จึงทำใหไดวา a− b = 0

ฉะนั้น a = b
นั่นคือ θ เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก D ไปยัง F และสำหรับ c, d ∈ D
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จะไดวา
θ(c+ d) = [((c+ d)x, x)]

= [(cx+ dx, x)]
= [(cx+ dx, x)][(x, x)]
= [((cx+ dx)x, xx)]
= [(cx2 + dx2, x2)]
= [(cx, x)] + [(dx, x)]
= θ(c) + θ(d)

และไดอีกวา
θ(cd) = [(cdx, x)]

= [(cdx, x)][(x, x)]
= [(cxdx2)]
= [(cx, x)][(dx, x)]
= θ(c)θ(d)

นั่นคือ θ เปนโฮโมมอรฟซึม จึงสรุปไดวา θ เปนโมโนมอรฟซึมจาก D ไปยัง F

การแยกตัวประกอบของฟลด
ในกรณีศึกษาสมบัติของจำนวนเต็ม เราไดวาสำหรับจำนวนเต็ม a และ b โดยที่ b ̸= 0 จะมี

จำนวนเต็ม q และ r เพียงคูเดียวเทานั้นที่ทำให a = bq + r โดยที่ 0 ≤ r < |b| ในเซตของพหุ
นามบนฟลด ก็มีสมบัติเชนเดียวกันนี้ ดังจะกลาวในหัวขอการแยกตัวประกอบของพหุนามบนฟลด
(factorization of polynomials over a field) นี้

ทฤษฏีบท 10.7 ขั้นตอนวิธีการหาร (Division Algorithm)
กำหนดให F เปนฟลด สำหรับพหุนามf(x) และ g(x) ใน F [x] โดยที่ g(x) ̸= 0 จะไดวามี
พหุนาม t(x) และ r(x) ใน F [x] เพียงคูเดียวเทานั้นที่ทำให f(x) = g(x)t(x) + r(x) โดยที่
r(x) = 0 degr(x) < deg(x)



8

การพิสูจน กำหนดให F เปนฟลด และสมมติให f(x) และ g(x) เปนพหุนามใน F [x]

โดยที่ g(x) ̸= 0

กรณีที่ deg(x) < deg(x) :
ให t(x) = 0 และ r(x) = f(x)

จะไดวาf(x) = g(x)t(x) + r(x) โดยที่ degr(x) < degg(x)
กรณี degf(x) ≥ degg(x) :
ถา degf(x) = 0

จะไดวา deg= 0 นั่นคือ f(x) = a และ g(x) = b โดยที่ a, b ∈ F − {0}
จะเห็นวา t(x) = ab−1 และ r(x) = 0

แลวจะไดวา f(x) = g(x)t(x) + r(x) โดยที่ r(x) = 0
ถา degf(x) ≥ 1 แลวจะพิสูจนโดยอาศัยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรบน
ดีกรีของ f(x) โดยเริ่มพิจารณาเมื่อ degf(x) = 1

จะไดวา f(x) = a0 + a1x เมื่อ a0, a1 ∈ F และ a1 ̸= 0

เนื่องจาก deg(x) ≥ degg(x) ดังนั้น degg(x) = 0 หรือ degg(x)1
ในกรณี degg(x) = 0

ทำใหไดวา g(x) = b0 เมื่อ b0 ∈ F − {0}
ดังนั้น จะมี t(x) = a0b

−
0 1 + a1b

−
0 1x ∈ F [x] และ r(x) = 0

ที่ทำให f(x) = g(x)t(x) + r(x)

ในกรณีที่ degg(x) = 1

จะไดวา g(x) = c0 + c1x เมื่อ c0, c1 ∈ F และ c1 ̸= 0

ฉะนั้น จะไดวามี t(x) = a1c
−
1 1 ∈ F [x] และ r(x) = a0 − a1c0c

−
1 1

ที่ทำให f(x) = g(x)t(x) + r(x) โดยที่ degr(x) = 0 < degg(x)
จึงสรุปไดวา ถา degf(x) = 1 แลวทฤษฎีบทเปนจริง
ตอไปสมมติวาทฤษฎีบทเปนจริงสำหรับพหุนามที่มีระดับขั้นพหุนามหรือดีกรี
นอยกวา m
พิจารณา f(x) ซึ่งเปนพหุนามดีกรี m และ g(x) ซึ่งเปนพหุนามดีกรี n
จะไดวา f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amx

m

และ g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n

ดังนั้น am ̸= 0, bn0 และ m ≥ n
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พิจารณา f1(x) = f(x) - (am
bn
xm−n

)
g(x)

จะพบวา degf1(x) ≤ m− 1
โดยสมมติฐาน จะไดวา f1(x) = g(x)t1(x) + r(x)

สำหรับบาง t1(x), r(x) ∈ f [x] โดยที่ r(x) = 0 หรือ degr(x) < degg(x)
นั่นคือ f(x) = f1(x) +

(
am
bn
xm−n

)
g(x)

= g(x) t1(x) + r(x) + (
am
bn
xm−n

)
g(x)

= g(x) - (g(x)ambn xm−n
) + r(x)

ดังนั้น ถาให t(x) = t1(x) +
am
bn
xm−n

แลวจะไดวา f(x) = g(x)t(x) + r(x) โดยที่ r(x) = 0
หรือ degr(x) < degg(x) ตามตองการ
ตอไปสมมติวามี t′(x), r′ ∈ F [x] อีกคูหนึ่ง
ที่ทำให f(x) = g(x)t

′
(x) + r

′
(x) โดยที่ r′

(x) = 0
หรือ degr′

(x) < degg(x)
ดังนั้น g(x)t(x) + r(x) = g(x)t

′
(x) + r

′
(x)

นั่นคือ g(x)(t(x)− t
′
(x)) = r(x)− r

′
(x)

ถา r′
= 0 = r(x)

จะไดวา g(x)(t(x)− t
′
(x)) = 0

จึงทำใหไดวา t(x)− t
′
(x) = 0 ทั้งนี้เพราะ g(x) ̸= 0

นั่นคือ t
′
(x) = t(x)

แต r′
(x) ̸= 0 หรือ r(x) ̸= 0

แลวจะไดวา degr′
(x) < degg(x) หรือ degr(x) < degg(x)

พิจารณา r′
(x)− r(x)

สมมติวา r′ − r(x) ̸= 0

ดังนั้น deg(r′
(x)− r(x)) < degg(x)

เนื่องจาก g(x)(t(x)− t
′
(x))

ดังนั้น degg(x) ≤ degg(x)+ deg(t(x)− t
′
(x))

= deg(r′
(x)− r(x))

< degg(x)
ซึ่งเปนไปไมได
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เพราะฉะนั้น r
′
(x) = r(x) และเปนผลให t′(x) = t(x) จึงสรุปไดวามีพหุ

นาม t(x) และ r(x) เพียงคูเดียวเทานั้น
ที่ทำให f(x) = g(x)t(x) + r(x) โดยที่ r(x) = 0 หรือ degr(x) <
degt(x)

เรียกพหุนาม f(x) และ g(x) ในสมการ f(x) = g(x)t(x) + r(x) วาตัวตั้ง และตัวหาร
(divisor) ตามลำดับ และเรียก r(x) วาเศษเหลือ (remainder) ของการหาร f(x) ดวย g(x) ใน
กรณีที่ r(x) = 0 จะกลาววา g(x) หาร f(x) ลงตัว ในบางครั้งจะพิจารณาพหุนาม f(x) บนฟ
ลด f เปนฟงกชันที่มีโดเมน คือ f ดังนั้น เรนจของ f(x) คือ เซตยอยของ F และเมื่อพหุนาม f(x)

เทากับพหุนาม g(x) และ a ∈ F จะไดวา f(a)g(a) ในกรณีที่ f(a) = 0 จะเรียก a วาราก (root)
ของพหุนาม f(x)

ทฤษฏีบท 10.8 ทฤษฏีบทเศษเหลือ (Remainder Theorem)
กำหนดให F เปนฟลด ถา f(x) เปนพหุนามใน F [x] และ a ∈ F แลวเศษเหลือของการหาร
f(x) ดวย x− a คือ f(a)

การพิสูจน กำหนดให F เปนฟลด ถา f(x) เปนพหุนามใน F [x] และ a ∈ F แลว
โดยทฤษฏีบท 10.7
จะไดวามี t(x) และ r(x) ใน F [x] ที่ทำให f(x) = (x − a)t(x) + r(x)

โดยที่ r(x) = 0 หรือ degr(x) < deg(x− a) = 1 เนื่องจาก aF

ดังนั้น f(a) = (0)t(a)+r(a) = r(a) โดยที่ r(a) = 0 หรือ degr(a) = 0

นั่นคือ r(x) = f(a)

บทแทรก 10.9 กำหนดให F เปนฟลด ถา f(x) เปนพหุนามใน F [x] และ a ∈ F จะไดวา x−a

หาร f(x) ลงตัว ก็ตอเมื่อ a เปนรากของ f(x)

การพิสูจน กำหนดให F เปนฟลด
และสมมติให f(x) เปนพหุนามใน F [x] และ a ∈ F โดยทฤษฏีบท 10.7
จะไดวามี t(x) และ r(x) ใน f [x] ที่ทำให f(x) = (x − a)t(x) + r(x)

โดยที่ r(x) = 0 หรือ degr(x) < deg(x− a) = 1
ถา x− a หาร f(x) ลงตัว แลว r(x) = 0
โดยทฤษฏีบท 7.15
จะไดวา r(x) = f(a) นั่นคือ f(a) = 0 นั่นคือ a เปนรากของ f(x)

ในทางกลับกัน ถาสมมติให a เปนรากของ f(x) แลว f(a) = 0
โดยทฤษฎีบท 7.15
จะไดวา r(x) = f(a) นั่นคือ r(x) = 0

เพราะฉะนั้น x− a หาร f(x) ลงตัว
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สรุปทายบท

ฟลด เปนเนื้อหาทางคณิตศาสตรที่สำคัญ เปนระบบที่ถูกนำมาใชหลากหลาย ทั้งทฤษฎีรหัสซึ่ง
เปนพื้นฐานของระบบสารสนเทศพื้นฐานในปจจุบัน ระบบจำนวนจริงกับการบวกการคูณ ระบบของ
จำนวนเชิงซอน จากเนื้อหาที่กลาวมาทั้งหมดทุกบท จะเห็นวา เนื้อหามีความซับซอนแตสามารถนำ
มาใชใหเกิดประโยชนอยางมาก รวมถึงสามารถนำไปประยุกตใชในศาสตรอื่น ๆ ได


