
บทที่ 1
ความรูเบื้องตน

พีชคณิตนามธรรมเปนคณิตศาสตรแขนงหนึ่งที่ถูกสรางขึ้นโดยมีวัตถุประสงคหลักเพื่อขยาย
แนวความคิดการแกปญหาเชิงพีชคณิตใหครอบคลุม ซึ่งนักคณิตศาสตรจากทั่วโลกชวยกันพัฒนาจน
สามารถนำมาใชไดอยางหลากหลาย เชน พีชคณิตบูลีน โครงสรางที่สมมาตรของโมเลกุลในทางเคมี
ทฤษฎีรหัส เปนตน เนื้อหาพีชคณิตนามธรรมมีความซับซอน และมีความเปนนามธรรมสูง กอนศึกษา
จำเปนตองมีความรูพื้นฐานหลายเรื่อง โดยเฉพาะตัวอยางตาง ๆ ที่จะใชประกอบคำอธิบายมีความ
เฉพาะตัว เชน เซตของคลาสสมมูลของจำนวนเต็มในทฤษฎีจำนวน เปนตน สำหรับความรูเบื้องตน
ของตำราเลมนี้จะขอกลาวถึงบางสวนในเรื่อง เซต ความสัมพันธสมมูล ฟงกชัน และจำนวนเต็ม ซึ่งจะ
แนะนำนิยาม และทฤษฎีบทที่จะใชประกอบคำอธิบายทั้งหมด ดังนี้

เซต ความสัมพันธสมมูล และฟงกชัน

เซต (set) เปนคณิตศาสตรแขนงหนึ่งที่มีมานานแลวหลายรอยป ใชอธิบายคณิตศาสตรแขนง
อื่นใหมีความรัดกุม กระชับ และมีเหตุผลที่ชัดเจนมากขึ้น ในชวงแรกความรูเรื่องเซตไมคอยเปนระบบ
และไมมีทฤษฎีที่ชัดเจนทำใหยากตอการขยายแนวคิด ตอมาชวงปลายทศวรรษที่ 19 นักคณิตศาสตร
ชาวเยอรมันชื่อ คันเตอร เกออรจ (Cantor Georg) ไดจัดเนื้อหาเรื่องเซตใหเปนระบบและเขียนทฤษฎี
ที่ชัดเจน อยางที่เห็นในปจจุบัน เซตเปนคำอนิยาม (undefined) ใชแทนกลุมสิ่งของตาง ๆ เชน นก
1 ฝูง นักฟุตบอล 1 ทีม ชาง 1 โขลง เปนตน แตในทางคณิตศาสตรนั้นจะแทนดวย นก 1 เซต ชาง
1 เซต นักฟุตบอล 1 เซต เซตจะไมใชกับสิ่งของที่บอกคุณภาพ เชน เซตของคนสวย เซตของคนดี เรา
นิยมใชอักษรตัวพิมพใหญ เชน A B C . . . แทนชื่อเซต เรียกสิ่งที่อยูภายในเซตวาสมาชิกของเซต ใช
สัญลักษณ ∈ หมายถึง การเปนสมาชิก และ /∈ หมายถึง การไมเปนสมาชิก เชน a ∈ B หมายถึง a
เปนสมาชิกในเซต B และ b /∈ C หมายถึง b ไมไดเปนสมาชิกในเซต C เปนตน สวนใหญมักแบงการ
เขียนเซตออกเปน 3 รูปแบบใหญ ๆ คือ (จักรินทร วรรณโพธิ์กลาง, 2551: 5)

1. การเขียนแบบแจกแจงสมาชิก (set tabular form) ทำใหสามารถมองเห็นชัดเจนวา
ภายในเซต ๆ นั้นประกอบดวยสมาชิกตัวใดบาง เชน A เปนเซตของจำนวนเต็มบวก สามารถเขียน
A ในรูปแบบแจกแจงสมาชิก คือ A = {1, 2, 3, . . .} เปนตน

2. การเขียนแบบบอกเงื่อนไขของสมาชิก (set builder form) มีไวสำหรับเขียนในกรณีที่
เขียนแจกแจงสมาชิกไดยากหรือมีคุณสมบัติบางอยางเฉพาะเจาะจง เชน เซตA เปนเซตของจำนวนจริง
ที่มีคาอยูระหวาง 1 และ 2 ซึ่งสามารถเขียนแบบบอกเงื่อนไขไดเปน

A = {x ∈ R | 1 < x < 2}

นอกจากนี้ยังสามารถเขียนเซตคำตอบของสมการไดอีกดวย เชน
B = {x ∈ R | x2 + 2x+ 1 = 0}

3. การเขียนเซตดวยแผนภาพเวนน – ออยเลอร (Venn-Euler Diagram) เปนแผนภาพที่
เขียนแทนเซตรวมถึงแสดงความสัมพันธระหวางเซต นับวาเปนวิธีที่งายตอความเขาใจและสามารถ



2

มองภาพชัดเจนขึ้นซึ่งออยเลอร เลออนฮารด (Euler Leonhard) นักคณิตศาสตรชาวสวิตเซอรแลนด
เปนผูนำมาใชครั้งแรก หลังจากนั้น เวนน จอหน (Venn John) นักคณิตศาสตรชาวอังกฤษไดนำมา
ใชอธิบายแนวคิดตาง ๆ ทางคณิตศาสตร นักคณิตศาสตรทั้งสองทานนี้ เขียนแทนเซตดวยรูปปดใด ๆ
โดยใชรูปสี่เหลี่ยมผืนผาแทนเซตที่กำหนดขอบขายของสมาชิกของเซต และเขียนเซตอื่น ๆ ลงในรูป
สี่เหลี่ยมผืนผา ดังภาพที่ 1.1

ภาพที่ 1.1 การเขียนเซตดวยแผนภาพเวนน – ออยเลอร
ที่มา: Henry Sharp, JR. (1968: 12)

เซตสามารถจำแนกชนิดโดยพิจารณาจากจำนวนสมาชิกของเซต ดังนี้

บทนิยาม 1.1 เซตจำกัด (finite set) คือ เซตที่ ไมมีสมาชิกหรือมีจำนวนสมาชิกเปนจำนวนนับ
(ราชบัณฑิตยสถาน, 2553: 76)

ถา A = {0, 1, 2, . . . , 9} เราสามารถบอกไดวา A มีจำนวนสมาชิกเทากับ 10 นั่นคือ A

เปนเซตจำกัด สำหรับเซตซึ่งไมมีสมาชิก เรียกวาเซตวาง (empty set) แทนดวยสัญลักษณ ∅ เชน
A = {x ∈ R | x < 0} จะเห็นวาไมมีจำนวนนับตัวใดเลยที่นอยกวา 0 นั่นคือ เซต A เปนเซตวาง
ซึ่งถือวาเปนเซตจำกัดเชนกัน

บทนิยาม 1.2 เซตอนันต (infinite set) คือ เซตที่ไมใชเซตจำกัด หรือเซตที่ไมสามารถหาจำนวน
สมาชิกได (ราชบัณฑิตยสถาน, 2553: 96)

ถา B = {0, 1, 2, . . .} จะสังเกตวาไมสามารถหาจำนวนนับที่เทากับจำนวนสมาชิกของ B
ไดจึงกลาวไดวา B ไมเปนเซตจำกัด หรือเรียกเซต B วาเซตอนันต
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บทนิยาม 1.3 เอกภพสัมพัทธ (universe) คือ เซต U ซึ่งกำหนดขึ้น เพื่อระบุขอบเขตของเซต
ตาง ๆ ที่จะนำมาพิจารณา โดยทุกสมาชิกของเซตตาง ๆ เหลานั้นจะเปนสมาชิกของ U เสมอ
(ราชบัณฑิตยสถาน, 2553: 173)

ขอตกลง ถากลาวถึงเซตของจำนวนใด ๆ โดยไมกำหนดเอกภพสัมพัทธ ใหถือวาเอกภพสัมพัทธ คือ
เซตของจำนวนจริง และ n (A) หมายถึง จำนวนสมาชิกในเซต A

เมื่อเราพิจารณาเซตสองเซตใดๆ สิ่งที่นาสนใจ คือ สองเซตที่เราสนใจนั้นมีความสัมพันธกัน
อยางไร ความสัมพันธระหวางเซตแบบแรก คือ เซตยอย (subset) ซึ่ง ปุณศยา พัฒนางกูร (2555:
4-11) ไดใหนิยามสับเซต ดังนี้

บทนิยาม 1.4 จะกลาววา A เปนสับเซตของเซต B ก็ตอเมื่อ สมาชิกทุกตัวของเซต A เปนสมาชิก
ของเซต B ใชสัญลักษณ ⊂ แทน การเปนสับเซต และ ̸⊂ แทน การไมเปนสับเซต เขียนแทนดวย
สัญลักษณทางคณิตศาสตรไดเปน

A ⊂ B ⇔ ∀x (x ∈ A ⇒ x ∈ B)

นอกจากนี้ ถา A ⊂ B และ A ̸= B แลวจะเรียก A วาเปนสับเซตแทของ B ในกรณี A = B
จะเรียก A วาเปนสับเซตไมแทของ B

กรรณิกา กวักเพฑูรย (2542: 83) ไดเขียนทฤษฏีที่เกี่ยวของกับเซตยอยดังนี้

ทฤษฎีบท 1.5 กำหนดให A B และ C เปนเซตใด ๆ คุณสมบัติของสับเซต มีดังนี้
1. ถา A เปนเซตจำกัดและมีสมาชิก n ตัว แลว A มีสับเซตทั้งหมด 2n สับเซต
2. ถา A ⊆ B และ B ⊆ C แลว A ⊆ C

ความสัมพันธระหวางเซตแบบที่สอง คือ เซตที่เทากันซึ่งมีความหมายดังบทนิยามที่ 1.6

บทนิยาม 1.6 เซต A เทากับเซต B ก็ตอเมื่อ ทุกสมาชิกของ A เปนสมาชิกของ B และทุกสมาชิก
ของ B เปนสมาชิกของ A ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ A = B ถาเซต A และเซต B มีสมาชิก
บางตัวแตกตางกัน เรากลาววา เซต A ไมเทากับเซต B ในกรณีนี้เขียนแทนดวยสัญลักษณ A ̸= B
(Karen Kai and Rachel Elizabeth, 1970: 4)

พิจารณาเซต A และเซต B ที่กำหนดใหเปนเซตที่เทากัน
A เปนเซตของจำนวนนับ � B = {1, 2, 3, . . .}
A = {1,−3} � B = {x|x2 + 2x− 3 = 0}
A = {1, 2, 3, 4, 5} � B = {x ∈ N|x < 6}
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ความสัมพันธระหวางเซตแบบที่สาม คือ เซตที่เทียบเทากันซึ่งมีความหมายดังบทนิยามที่ 1.7

บทนิยาม 1.7 จะถูกกลาววาเซตจำกัดสองเซตใด ๆ เปนเซตที่เทียบเทากัน ก็ตอเมื่อ ทั้งสองเซตมี
จำนวนสมาชิกเทากัน (Karen Kai and Rachel Elizabeth, 1970: 4)

พิจารณา ถา A = {1, 2, 3} และ B = {a, b, c} เมื่อพิจารณาแลวเราสามารถกลาวไดวา
เซต A เทียบเทาเซต B เนื่องจาก n (A) = 3 = n (B)

บทนิยาม 1.8 เพาเวอรเซต A คือ เซตที่มีสมาชิกที่เปนเซตยอยทั้งหมดของ A ใชสัญลักษณ P (A)

แทนเพาเวอรเซตของ A นั่นคือ P (A) = {x|x ⊂ A} (Henry Sharp, JR., 1968: 12)

ขอสังเกต กำหนดให A เปนเซตใด ๆ
1. P (A) ̸= ∅ 2. ∅ ∈ P (A) 3. ∅ ⊂ P (A) 4. A ∈ P (A)

นอกเหนือไปจากความสัมพันธระหวางเซตแลว การดำเนินการของเซตนับวาเปนพื้นฐานที่
สำคัญ โดยการดำเนินการของเซต คือ การสรางเซตใหมภายใตการดำเนินการ สามารถจำแนกเปนการ
ดำเนินการตาง ๆ ดังนิยามตอไปนี้

บทนิยาม 1.9 ยูเนียน (Union) เซต A และเซต B คือ เซตที่ประกอบดวยสมาชิกของ A หรือ B

เขียนแทนดวย A ∪B = {x | x ∈ A หรือ x ∈ B} (วิรัตน สุวรรณาภิชาติ, 2556: 1-2)

เมื่อพิจารณา A ∪B เราสามารถเขียนเปนแผนภาพเวนน – ออยเลอรได ดังภาพที่ 1.2
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ภาพที่ 1.2 บริเวณแรเงาแสดง A ∪B ในรูปแบบตาง ๆ
ที่มา : Henry Sharp, JR. (1968: 12)

บทนิยาม 1.10 อินเตอรเซคชัน (Intersection) ของเซต A และเซต B คือ เซตที่ประกอบดวย
สมาชิกทั้งหมดของเซต A และเซต B เขียนแทนดวยสัญลักษณทางคณิตศาสตรไดเปน
A ∩B = {x | x ∈ A และ x ∈ B} (Henry Sharp, JR., 1968: 13)

เมื่อพิจารณา A ∩B เขียนเปนแผนภาพเวนน – ออยเลอร ดังภาพที่ 1.3

ภาพที่ 1.3 บริเวณแรเงาแสดง A ∩B ในรูปแบบตาง ๆ
ที่มา : Henry Sharp, JR. (1968: 13)

บทนิยาม 1.11 ให A เปนเซตยอยของเอกภพสัมพัทธ U คอมพลีเมนต (Complement) ของเซต
A คือ เซตที่ประกอบดวยสมาชิกซึ่งเปนสมาชิกของ U แตไมเปนสมาชิกของ A เขียนแทนดวย
สัญลักษณทางคณิตศาสตรไดเปน Ac = {x | x ∈ U และ x /∈ A} (Henry Sharp, JR., 1968:
12)

เมื่อพิจารณา Ac สามารถเขียนเปนแผนภาพเวนน – ออยเลอร ดังภาพที่ 1.4
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ภาพที่ 1.4 บริเวณแรเงาแสดง Ac

ที่มา : Henry Sharp, JR. (1968: 12)

บทนิยาม 1.12 ผลตาง (Different) ระหวางเซต A และเซต B คือ เซตที่ประกอบดวยสมาชิกของ
เซต A ซึ่งไมเปนสมาชิกของเซต B เขียนแทนดวยสัญลักษณทางคณิตศาสตร คือ
A−B = {x | x ∈ A แต x /∈ B} (Henry Sharp, JR., 1968: 12)

เมื่อพิจารณา A−B สามารถเขียนเปนแผนภาพเวนน – ออยเลอร ดังภาพที่ 1.5

ภาพที่ 1.5 บริเวณแรเงาแสดง A−B ในรูปแบบตาง ๆ
ที่มา : Henry Sharp, JR. (1968: 12)

เมื่อกำหนดให A B และ C เปนเซตใด ๆ มานัส บุญยัง (2540: 141-153) เขียนทฤษฏีบท
และทำการพิสูจนพีชคณิตของเซต ซึ่งสามารถสรุปเปนคุณสมบัติตาง ๆ ไดดังนี้
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ตารางที่ 1.1 แสดงคุณสมบัติตาง ๆ ภายใตการดำเนินการของเซต
กฎนิจพล (Idempotent Laws) 1. A ∪ A = A

2. A ∩ A = A

กฎการเปลี่ยนกลุม (Associative Laws) 1. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)
2. (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

กฎการสลับที่ (Commutative Laws) 1. A ∪B = B ∪ A
2. A ∩B = B ∩ A

กฎการแจกแจง (Distributive Laws) 1. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
2.A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

กฎเอกลักษณ (Identity Laws) 1. A ∪ ∅ = A
2. A ∩ U = A
3. A− ∅ = A

กฎเดอรมอรแกน (De Morgan’s Laws) 1. (A ∪B)c = Ac ∩Bc

2. (A ∩B)c = Ac ∪Bc

กฎของคอมพลีเมนต (Complement Laws) 1. Ac ∪ A = U
2. Ac ∩ A = ∅
3. (Ac)c = A
4. U c = ∅
5. ∅c = U
6. A ∩Bc = A−B

สิ่งหนึ่งที่เปนพื้นฐานสำคัญในเรื่องของความสัมพันธ คือ คูอันดับ การเปนคูอันดับคือตองเปน
คูและมีอันดับ จะเขียนแทนคูอันดับในรูป (a, b) โดยที่ a เปนสมาชิกตัวหนา และ b เปนสมาชิกตัว
หลัง สิ่งสำคัญมากคือทั้ง a และ b จะวางสลับที่ไมได นอกจาก a = b เทานั้น กลาวอีกนัยหนึ่ง คือ
(a, b) = (c, d) ก็ตอเมื่อ a = c และ b = d ซึ่ง วัชรี กาญจนกีรติ (2551: 7-9) ไดใหนิยามที่นำไปสู
การนิยามความสัมพันธ ดังนี้

บทนิยาม 1.13 ผลคูณคารที เซียน (cartesian product) ของเซต A และเซต B คือ เซตของ
คูอันดับ (a, b) ทั้งหมด โดยที่ a เปนสมาชิกของเซต A และ b เปนสมาชิกของเซต B นั่นคือ
A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}
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ตัวอยางที่ 1.1 กำหนดให A = {a, b, c} และ B = {1, 2} จงหา A×B และ B × A

วิธีทำ เราสามารถหาคูอันดับทั้งหมดจากการจับคูสมาชิกของเซตตัวหนา 1 ตัว จับกับสมาชิก
ทุกตัวของเซตตัวหลัง เมื่อทำครบทุกตัวของสมาชิกตัวหนาเราจะไดคูอันดับทั้งหมด
ดังนั้น

A×B = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)}
B × A = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a), (2, b), (2, c)}

จากตัวอยางจะเห็นวา A × B ̸= B × A หรือกลาวอีกนัยหนึ่งวาการคูณคารทีเชียนไมมี
คุณสมบัติการสลับที่

บทนิยาม 1.14 จะกลาววา r เปนความสัมพันธ (relation) จาก A ไป B ก็ตอเมื่อ r เปนเซตยอย
ของ A × B โดยมีเงื่อนไขวา ถา r ⊆ A × B เรียก r วาความสัมพันธจาก A ไป B และ ถา
r ⊆ A× A เรียก r วาความสัมพันธบนเซต A

ตัวอยางที่ 1.2 กำหนดให A = {1, 2, 3} และ B = {4, 6, 9} จงเขียนเซตแบบแจกแจงสมาชิกของ
r1 และ r2 ถา r1 คือ ความสัมพันธสองเทาจาก A ไป B และ ถา r2 คือ ความสัมพันธกำลังสองจาก
A ไป B

วิธีทำ กอนอื่นตองเริ่มจากการหาสมาชิกของ A×B ทั้งหมด
นั่นคือA×B = {(1, 4), (1, 6), (1, 9), (2, 4), (2, 6), (2, 9), (3, 4), (3, 6), (3, 9)}
พิจารณาความสัมพันธ r1 = {(2, 4), (3, 6)} และ r2 = {(2, 4), (3, 9)}
จะเห็นวาสมาชิกของ r1 และ r2 ถูกเลือกมาจาก A×B

ดังนั้น ไมวาความสัมพันธแบบใดจาก A ไป B ก็จะเปนเซตยอยของ A×B เสมอ

จากนิยามของความสัมพันธ ถาความสัมพันธมีคุณสมบัติสะทอน (reflexive property) สมบัติ
สมมาตร (symmetric property) และสมบัติถายทอด (transitive property) ความสัมพันธที่มีคุณสมบัติ
ทั้งสาม เรียกวาความสัมพันธสมมูล (equivalence relation) ปุณศยา พัฒนางกูร (2555: 16-17) ได
เขียนนิยาม ตัวอยางและทฤษฏีบทที่เกี่ยวของกับความสัมพันธสมมูล ดังนี้

บทนิยาม 1.15 กำหนดให r เปนความสัมพันธบนเซต A จะเรียก r วาความสัมพันธสมมูลบน A ก็
ตอเมื่อ r มีสมบัติ 3 ขอ ดังนี้

1. สมบัติสะทอน กลาวคือ สำหรับสมาชิก a ใด ๆ ใน A จะไดวา (a, a) ∈ r
2. สมบัติสมมาตร กลาวคือ สำหรับสมาชิก a และ b ใด ๆ ใน A ถา (a, b) ∈ r แลว

(b, a) ∈ r
3. สมบัติถายทอด กลาวคือ สำหรับสมาชิก a , b และ c ใด ๆ ใน A ถา (a, b) ∈ r และ

(b, c) ∈ r แลว (a, c) ∈ r

ถา A เปนเซตใด ๆ ที่ไมใชเซตวาง แลวความสัมพันธ r ที่กำหนดใหในแตละขอตอไปนี้ จะ
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เปนความสัมพันธสมมูลบน A เสมอ
1. a r b ก็ตอเมื่อ a = b สำหรับทุก a, b, c ∈ A นั่นคือ r = {(a, a)|a ∈ A} เรียกความ

สัมพันธสมมูล r นี้วาความสัมพันธเอกลักษณ (identity relation)
2. กำหนดความสัมพันธ r บน A ดังนี้ r = A × A = {(a, b)|a, b ∈ A} เรียกความ

สัมพันธสมมูล r นี้วาความสัมพันธเอกภพ (universal relation)

ตัวอยางที่ 1.3 กำหนดให Ze เปนเซตของจำนวนเต็มคู และกำหนดความสัมพันธ r บน Z ดังนี้ a r

b ก็ตอเมื่อ a− b ∈ Ze สำหรับทุก a, b ∈ Z จงพิจารณาวา r เปนความสัมพันธสมมูลบน Z หรือไม

วิธีทำ สมมติให a, b, c ∈ Z พิจารณาสมบัติตาง ๆ ดังนี้
1. สมบัติสะทอน เนื่องจาก a− a = 0 และ 0 ∈ Ze ดังนั้น a r a

2. สมบัติสมมาตร ถา a r b แลว a− b ∈ Ze ดังนั้น b− a = −(a− b) ∈ Ze นั่นคือ
b r a

3. สมบัติถายทอด ถาให a r b และ b r c แลว a− b ∈ Ze และ b− c ∈ Ze เนื่องจาก
a − c = (a − b) + (b − c) ดังนั้น a − c ∈ Ze นั่นคือ a r c สรุปไดวา r เปนความ
สัมพันธสมมูลบน Z

บทนิยาม 1.16 กำหนดให r เปนความสัมพันธสมมูลบนเซต A และ a ∈ A เรานิยามเซต [a] ดังนี้
[a] = {x ∈ A|x r a}

เรียกเซต [a] วาชั้นสมมูล (equivalence class) ของ a ใน A ที่มี a เปนตัวแทน (representation)

จากตัวอยางที่ 1.3 ถากำหนดความสัมพันธ r บน Z โดย a r b ก็ตอเมื่อ a−b ∈ Ze สำหรับ
ทุก a, b ∈ Z แลว r เปนความสัมพันธสมมูลบน Z และจาก 0 ∈ Z จะไดวา

[0] = {x ∈ Z|x r 0}
= {x ∈ Z|x− 0 ∈ Ze}
= {x ∈ Z|x ∈ Ze}
= Ze

จาก 1 ไมเปนจำนวนเต็มคู นั่นคือ 1 เปนจำนวนเต็มคี่ ดังนั้น
[1] = {x ∈ Z|x r 1}

= {x ∈ Z|x− 1 ∈ Ze}
= {x ∈ Z|x /∈ Ze}
= Z− Ze

จากตัวอยางที่ผานมา แสดงใหเห็นวาความสัมพันธสมมูล r แบงเซต Z ออกเปนสองชั้น
สมมูลที่แตกตางกัน ซึ่งโดยทั่วไปแลวความสัมพันธสมมูล r บนเซต A ใด ๆ สามารถแบงเซต A ออก
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เปนชั้นสมมูลตาง ๆ ทฤษฎีบทตอไปนี้จะกลาวถึงสมบัติเบื้องตนของชั้นสมมูล

ทฤษฎีบท 1.17 กำหนดให r เปนความสัมพันธสมมูลบนเซต A จะไดวา
1. a ∈ [a] (นั่นคือ [a] ̸= ∅) สำหรับทุก a ∈ A

2. [a] = [b] ก็ตอเมื่อ a r b สำหรับทุก a, b ∈ A

3. สำหรับทุก a, b ∈ A ถา [a] ̸= [b] แลว [a] ∩ [b] = ∅

4. A =
∪
a∈A

[a]

บทนิยาม 1.18 กำหนดให A เปนเซตใด ๆ ผลแบงกั้น (partition) ของเซต A หมายถึง เซต P ที่
ประกอบดวยเซตยอย B ของ A ซึ่งมีสมบัติดังนี้

1. ∅ /∈ P

2. p1 = p2 หรือ p1 ∩ p2 = ∅ สำหรับทุก p1, p2 ∈ P

3. ∪{B|B ∈ P} = A

จากบทนิยาม 1.18 สามารถกลาวไดวาแตละสมาชิกของ A จะอยูในสมาชิกใดสมาชิกหนึ่ง
เพียงสมาชิกเดียวของ P เทานั้น จากตัวอยางที่ 1.3 จะไดวา {[0], [1]} เปนผลแบงกั้นของ Z นอก
เหนือไปจากความสัมพันธสมมูลที่ถูกหยิบยกมาเปนตัวอยางสำคัญของพีชคณิตนามธรรมแลวความ
สัมพันธที่ เปนฟงกชันกลับสำคัญยิ่งกวา เนื่องจากการดำเนินการทวิภาคเปนสวนประกอบหลักของ
เนื้อหาและเปนฟงกชันชนิดหนึ่ง จึงหลีกเลี่ยงไมไดที่จะกลาวถึงพื้นฐานบางสวนของฟงกชัน และขอ
กลาวรายละเอียดของการดำเนินการทวิภาคในบทถัดไป

ถา r เปนความสัมพันธจาก A ไปยัง B แลวเปนไปไดที่สมาชิกบางตัวของ A จะสัมพันธกับ
สมาชิกหลาย ๆ ตัวของ B แตสำหรับฟงกชันแลวจะใหสัมพันธกับสมาชิกของ B เพียงตัวเดียวเทานั้น
วัชรี กาญจนกีรติ (2551: 11-12) ไดเขียนนิยามตาง ๆ ของฟงกชัน ดังนี้

บทนิยาม 1.19 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง เรียก f วาเปนฟงกชัน (function)
จาก A ไปยัง (into) B ก็ตอเมื่อ

1. f เปนความสัมพันธจาก A ไปยัง B และ
2. สำหรับแตละ (a1, b1), (a2, b2) ∈ f ถา a1 = a2 แลว b1 = b2 ถา (a, b) ∈ f แลว

เรียก b วาภาพ (image) ของ a ภายใต f และเขียนแทน b ดวย f(a) นั่นคือ b = f(a)

ตัวอยางที่ 1.4 กำหนดให f = {(x, y) ∈ R × R | y = x2} และ g = {(x, y) ∈ R × R |
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y2 = x2} จงพิจารณาวาความสัมพันธที่กำหนดใหเปนฟงกชันหรือไม

วิธีทำ จะแสดงวา f = {(x, y) ∈ R× R | y = x2} เปนฟงกชัน
กำหนดให (a1, b1), (a2, b2) ∈ f

สมมติให a1 = a2

ดังนั้น a21 = a22

นั่นคือ b1 = b2

จึงไดวา f เปนฟงกชัน
ตอไปจะแสดงวา g ไมเปนฟงกชัน
เห็นไดชัดวา (1,−1) และ (1, 1) เปนสมาชิกของ g
ดังนั้น g ไมเปนฟงกชัน

บทนิยาม 1.20 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง f เปนฟงกชันจากเซต A ไปยังเซต B

1. โดเมน (domain) ของฟงกชัน f คือ เซตของสมาชิกตัวแรกของคูอันดับทั้งหมดที่มี
สมาชิกของ f เขียนแทนดวย Df นั่นคือ

Df = {a | (a, b) ∈ f สำหรับบาง b ∈ B}

2. เรนจ (range) ของฟงกชัน f คือ เซตของสมาชิกตัวหลังของคูอันดับของคูอันดับทั้งหมด
ที่มีสมาชิกของ f เขียนแทนดวย Rf นั่นคือ

Rf = {b | (a, b) ∈ f สำหรับบาง a ∈ A}

จากตัวอยางที่ 1.4 จะไดวา Df = R และ Rf = [0,∞)

บทนิยาม 1.21 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และ f เปนฟงกชันจากเซต A ไปยัง
เซต B ถา Df = A แลวจะเขียนแทนขอความที่วา “f เปนฟงกชันจาก A ไปยัง (into) B ดวย
สัญลักษณ f : A −→ B”

จากบทนิยามของฟงกชันจะเห็นวาฟงกชันเปนเซต ดังนั้น การเทากันของฟงกชันก็คือการ
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เทากันของเซตนั่นเอง ดังบทนิยามตอไปนี้

บทนิยาม 1.22 กำหนดให f และ g เปนฟงกชันใด ๆ จะกลาววาฟงกชัน f เทากับฟงกชัน g ซึ่ง
เขียนแทนดวยสัญลักษณ f = g ก็ตอเมื่อ

1. Df = Dg และ
2. f(x) = g(x) สำหรับทุก x ∈ Df ∩Dg

ตอไปจะนิยามผลบวก ผลลบ ผลคูณ และผลหารของฟงกชัน f และ g ดังนี้

บทนิยาม 1.23 กำหนดให f และ g เปนฟงกชันใด ๆ
1. (f + g)(x) = f(x) + g(x) สำหรับทุก x ∈ Df ∩Dg

2. (f − g)(x) = f(x)− f(x) สำหรับทุุก x ∈ Df ∩Dg

3. (f · g)(x) = f(x) · g(x) สำหรับทุุก x ∈ Df ∩Dg

4.
(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
สำหรับทุก x ∈ Df ∩Dg − {x ∈ Dg|g(x) = 0}

ตัวอยางที่ 1.5 กำหนดให f(x) = 2x− 1 และ g(x) = 3x+ 2 จงหา (f + g)(5)

วิธีทำ จากบทนิยาม 1.23 จะไดวา (f + g)(x) = f(x) + g(x)

= (2x− 1) + (3x+ 2)

= 5x+ 1

ดังนั้น (f + g)(5) = 5(5) + 1

= 26

บทนิยาม 1.24 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ ไมใชเซตวาง ถา f : A −→ B จะเรียก f

วาฟงกชันจากเซต A ไปบน (onto) เซต B หรือฟงกชันทั่วถึง (onto function or surjective
function or surjection) B ซึ่งเขียนแทนสัญลักษณ f : A

onto−−→ B ก็ตอเมื่อ Rf = B กลาว
คือ f เปนฟงกชันทั่วถึง B ก็ตอเมื่อ สำหรับแตละ b ∈ B จะมี a ∈ Df ที่ซึ่ง (a, b) ∈ f และ
b = f(a)

บทนิยาม 1.25 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง ถา f : A −→ B จะเรียก f วา
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง (one - to - one function or injective function or injection) ซึ่งเขียนแทน
ดวยสัญลักษณ f : A

1−1−−→ B ก็ตอเมื่อ ถา a1, a2 ∈ Df โดยที่ a1 ̸= a2 แลว f(a1) ̸= f(a2)

กลาวคือ f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง ก็ตอเมื่อ ถา f(a1) = f(a2) แลว a1 = a2

สำหรับฟงกชันที่เปนทั้งฟงกชันทั่วถึง และฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง เราเรียกฟงกชันดังกลาววา
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึง ดังบทนิยามตอไปนี้
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บทนิยาม 1.26 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง ถา f : A −→ B จะเรียก f วา
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึง (bijective function or bijection) หรือกลาววามีการสมนัยหนึ่งตอ
หนึ่ง (one - to - one correspondennce) ระหวาง A และ B ซึ่งเขียนแทนดวยสัญลักษณ
f : A

1−1−−→
onto

B ก็ตอเมื่อ f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งจาก A ไปบน B

ตัวอยางที่ 1.6 กำหนดให f : Z −→ Z โดยที่ f(x) = x+ 2 สำหรับทุก x ∈ Z จงพิจารณาวา f
เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งทั่วถึงหรือไม

วิธีทำ อยางแรกจะแสดงวา f เปนฟงกชันทั่วถึง
สมมติให b ∈ Z
จะไดวามี a = b− 2 ∈ Z ที่ทำให f(a) = f(b− 2) = (b− 2) + 2 = b

ดังนั้น f เปนฟงกชันทั่วถึง Z
ตอไปจะแสดงวา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง
สมมติให x1, x2 ∈ Z โดยที่ f(x1) = f(x2)
จะไดวา x1 + 2 = x2 + 2

ดังนั้น x1 = x2

แสดงวา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง
จึงสรุปไดวา f : Z 1−1−−→

onto
Z

ปุณศยา พัฒนางกูร (2555: 27-32) ไดใหนิยาม ทฤษฏีบทที่เกี่ยวของกับฟงกชัน ดังนี้

บทนิยาม 1.27 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง เรียกฟงกชัน iA : A −→ A ที่กำหนด
โดย

iA(x) = x สำหรับทุก x ∈ A

วาฟงกชันเอกลักษณ (identity function) บน A และถา b เปนสมาชิกตัวหนึ่งของ B แลวเรียก
ฟงกชัน f : A −→ B ซึ่งกำหนดโดย f(x) = b สำหรับทุก x ∈ A วาฟงกชันคงตัว (constant
function) ที่มี Rf = {b}

บทนิยาม 1.28 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ ไมใช เซตวาง ถา f เปนฟงกชันจาก A ไปยัง
B เรียกเซต f−1 วาตัวผกผันของ f (inverse of a function f ) ก็ตอเมื่อ f−1 = {(b, a) |
(a, b) ∈ f} ⊆ B × A

ขอสังเกต f−1 ไมจำเปนจะตองเปนฟงกชันจาก B ไปยัง A
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ทฤษฎีบท 1.29 กำหนดให A,B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง ถา f เปนฟงกชันจาก A ไปยัง B แลวจะ
ไดวา Df−1 = Rf และ Rf−1 = Df

บทนิยาม 1.30 กำหนดให f เปนฟงกฺชันใด ๆ เรียก f−1 วาฟงกชันผกผัน (inverse function)
ของ f ก็ตอเมื่อ f−1 เปนฟงกชัน

ตัวอยางที่ 1.7 กำหนดให f = {(x, y) ∈ R× R | y = 3x− 7} ซึ่งเปนฟงกชัน จงแสดงวา f−1

เปนฟงกชันผกผันของ f

วิธีทำ จากบทนิยาม 1.30 จะแสดงวา f−1 เปนฟงกชัน
พิจารณา f−1 = {(x, y) ∈ R× R | x = 3y − 7}

= {(x, y) ∈ R× R | y =
x+ 7

3
}

ให (x1, y1) และ (x2, y2) เปนสมาชิกของ f−1

สมมติวา x1 = x2

ดังนั้น x1 + 7 = x2 + 7

จะไดวา x1 + 7

3
=

x2 + 7

3

นั่นคือ f−1(x1) = f−1(x2)

ดังนั้น f−1 เปนฟงกชัน
จึงสรุปไดวา f−1 เปนฟงกชันผกผันของ f

ทฤษฎีบท 1.31 กำหนดให f เปนฟงกชันใด ๆ จะไดวา ถา f เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งแลว f−1

เปนฟงกชันผกผันของ f

บทนิยาม 1.32 กำหนดให A B และ C เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และให f : A −→ B g :

B −→ C โดยที่ Rf ∩Dg ̸= ∅ ฟงกชันประกอบ (composite function) ของ g และ f แทน
ดวยสัญลักษณ g◦f หมายถึง {(a, c) ∈ A×C | (a, b) ∈ f และ (b, c) ∈ g สำหรับบาง b ∈ B}
นั่นคือ (g ◦ f)(x) = g(f(x)) สำหรับทุก x ∈ Dg◦f เมื่อ Dg◦f = {a ∈ Df |f(a) ∈ Dg}

ทฤษฎีบท 1.33 กำหนดให A B และ C เปนเซตที่ไมใชเซตวาง และให f : A −→ B g :

B −→ C โดยที่ Rf ∩Dg ̸= ∅ จะไดวา Rf ⊆ Dg ก็ตอเมื่อ Dg◦f = Df



15

ทฤษฎีบท 1.34 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ ไมใช เซตวาง ถา f : A
1−1−−→
onto

B แลวจะมี
g : B

1−1−−→
onto

A ที่ซึ่ง g ◦ f = iA, f ◦ g = iB และ g = f−1

ทฤษฎีบท 1.35 กำหนดให A B C และ D เปนเซตที่ไมใชเซตวาง ถา f : A −→ B, g : B −→ C
และ h : C −→ D แลว

1. g ◦ f เปนฟงกชันจาก A ไปยัง C
2. ถา f : A

onto−−→ B และ g : B
onto−−→ C แลว g ◦ f : A

onto−−→ C

3. ถา f : A
1−1−−→ B และ g : B

1−1−−→ C แลว g ◦ f : A
1−1−−→ C

4. (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1

5. (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)
6. (f−1 ◦ f)(a) = a สำหรับทุก a ∈ Df

7. (f ◦ f−1)(b) = b สำหรับทุก b ∈ Df−1 = Rf

ทฤษฎีบท 1.36 กำหนดให A และ B เปนเซตที่ไมใชเซตวาง ถา f : A −→ B และ g : B −→ A

โดยที่ g ◦ f = iA แลว f : A
1−1−−→ B และ g : B

onto−−→ A

เนื่องจากเซต และตัวดำเนินการเปนสวนประกอบหลักของเนื้อเรื่อง ดังนั้น บทนิยาม และ
ทฤษฎีบทที่กลาวมาจึงถือวาเปนพื้นฐานที่สำคัญ นอกจากนี้บทนิยามตาง ๆ ของความสัมพันธสมมูล
จะเปนพื้นฐานของตัวอยางที่สำคัญอยางคลาสสมมูลของจำนวนเต็ม ดังหัวขอถัดไป

จำนวนเต็ม
ตัวอยางตาง ๆ ตลอดทั้งเลม จะกลาวถึงคลาสของจำนวนเต็ม ดังนั้น การสรางคลาสของ

จำนวนเต็มจึงนับเปนพื้นฐานที่สำคัญไมนอยไปกวาความสัมพันธและฟงกชัน

บทนิยาม 1.37 กำหนดให a และ b เปนจำนวนเต็มโดยที่ a ̸= 0 จะกลาววา a หาร b ลงตัว (a
does divide b) เขียนแทนดวยสัญลักษณ a | b ก็ตอเมื่อ มีจำนวนเต็ม c ที่ทำให b = ac ทั้งนี้
ถา a หาร b ลงตัวแลว เรียก a วาตัวหาร (divisor) หรือตัวประกอบ (factor) ของ b และเรียก b
วาพหุคูณ (multiple) ของ a นอกจากนี้จะกลาววา a หาร b ไมลงตัว ( a does not divide b )
เขียนแทนดวยสัญลักษณ a - b ก็ตอเมื่อ ไมมีจำนวนเต็ม c ที่ทำให b = ac
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ปุณศยา พัฒนางกูร (2555: 56-58) ไดใหทฤษฏีบทที่เกี่ยวของกับการหารลงตัว
พรอมยกตัวอยาง ดังนี้

ทฤษฎีบท 1.38 กำหนดให a, b และ c เปนจำนวนเต็มใด ๆ จะไดวา
1. ถา a ̸= 0 แลว a | 0 และ a | ±a
2. 1 | b และ −1 | b
3. ถา a | b และ b | c แลว a | c
4. ถา a | b และ b | c แลว a | (bx+ cy) สำหรับทุก x, y ∈ Z
5. ถา a | b และ b ̸= 0 แลว |a| ≤ |b|
6. ถา a | b และ b | a แลว a = b หรือ a = −b
7. ถา a | (b+ c) และ a | b แลว a | c
8. a | 1 ก็ตอเมื่อ a = ±1
9. ถา a | b แลว an | bn สำหรับทุก n ∈ Z+

ตัวอยางที่ 1.8 จงพิสูจนวา 4 หาร 5n − 1 ลงตัว สำหรับทุก n ∈ Z+

วิธีทำ ให P (n) แทนขอความ “4 หาร 5n − 1 ลงตัว ”
เนื่องจาก 4 หาร 51 − 1 ลงตัว
ดังนั้น P (1) เปนจริง
สำหรับ k ∈ Z+ สมมติวา P (k) เปนจริง
นั่นคือ 4 หาร 5k − 1 ลงตัว
พิจารณา 5k+1 − 1 = 5(5k)− 1 = (4 + 1)5k − 1 = 4(5k) + 5k − 1

เนื่องจาก 4 หาร 4(5k) ลงตัว และ 4 หาร 5k − 1 ลงตัว
โดยทฤษฎีบท 1.38 (4.) จะไดวา 4 หาร 5k+1 ลงตัว
ดังนั้น P (k + 1) เปนจริง
โดยหลักอุปนัยชิงคณิตศาสตร จะไดวา P (n) เปนจริง สำหรับทุก n ∈ Z+

นั่นคือ 4 หาร 5n − 1 ลงตัว สำหรับทุก n ∈ Z+

ทฤษฎีบท 1.39 ขั้นตอนวิธีการหาร (Division Algorithm)
ถา a และ b เปนจำนวนเต็มโดยที่ b > 0 แลวจะมีจำนวนเต็ม q และ r เพียงคูเดียวเทานั้น ที่ทำให

a = qb+ r โดยที่ 0 ≤ r < b

เราเรียกจำนวนเต็ม q วาผลหาร (quotient) ที่ไดจากการหาร a ดวย b และเรียกจำนวนเต็ม r วา
เศษเหลือ (remainder) ที่ไดจากการหาร a ดวย b
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บทแทรก 1.40 ถา a และ b เปนจำนวนต็ม โดยที่ b ̸= 0 แลวจะมีจำนวนเต็ม q และ r เพียงคู
เดียวเทานั้นที่ทำให a = qb+ r โดยที่ 0 ≤ r < |b|

สำหรับแตละจำนวนเต็มบวก n จะมีความสัมพันธบน Z เรียกวาความสัมพันธคอนกรูเอนซ
นำไปสูการสรางเซตของจำนวนเต็มกรูเอนซ (congruent integers or congruent number) ดังนี้

บทนิยาม 1.41 กำหนดให a และ b เปนจำนวนเต็ม และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะกลาววา a คอน
กรูเอนซ b มอดูโล n (a is congruent to b modulo n) เขียนแทนดวยสัญลักษณ a ≡ b (mod
n) ก็ตอเมื่อ n | (a− b) หรือ a− b = kn สำหรับบางจำนวนเต็ม k และเรากลาววา a ไมคอนกรู
เอนซกับ b มอดุโล n (a is congruent to b modulo n) เขียนแทนดวยสัญลักษณ a ̸≡ b (mod
n) ก็ตอเมื่อ n - (a− b) เรียกจำนวนเต็ม n วามอดุลัส (modulus)

สมบัติของคอนกรูเอนซมีความคลายคลึงกับการเทากัน ดังนี้

ทฤษฎีบท 1.42 กำหนดให a, b, c, d เปนจำนวนเต็ม และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. a ≡ a (mod n)
2. ถา a ≡ b (mod n) แลว b ≡ a (mod n)
3. ถา a ≡ b (mod n) และ b ≡ c (mod n) แลว a ≡ c (mod n)
4. ถา a ≡ b (mod n) และ c ≡ d (mod n) แลว a + c ≡ b + d (mod n) และ

ac ≡ bd (mod n)
5. ถา a ≡ b (mod n) แลว a+ c ≡ b+ c (mod n) และ ac ≡ bc (mod n)
6. ถา a ≡ b (mod n) แลว ak ≡ bk (mod n) สำหรับทุก k ∈ Z

หมายเหตุ จากทฤษฎีบท 1.42 (1.) (2.) และ (3.) กลาวไดวาความสัมพันธคอนกรูเอนซ มีสมบัติ
สะทอน สมบัติสมมาตร และสมบัติถายทอด ตามลำดับ จึงกลาวไดวาความสัมพันธคอนกรูเอนซ
เปนความสัมพันธสมมูล (equivalent relation)
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ตัวอยางที่ 1.9 จงแสดงวา 41 หาร 220−1 ลงตัว

วิธีทำ เนื่องจาก 25 ≡ −9 (mod 41)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (6.) จะไดวา (25)4 ≡ (−9)4 (mod 41)

นั่นคือ 220 ≡ (81)(81) (mod 41)
แต 81 ≡ −1 (mod 41)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (4.) จะไดวา (81)(81) ≡ 1 (mod 41)
โดยทฤษฎีบท 1.2.6 (3.) จะไดวา 220 ≡ 1 (mod 41)

ดังนั้น 41 | (220 − 1)

ตัวอยางที่ 1.10 จงแสดงวา 223 ≡ 1 (mod 47)

วิธีทำ เนื่องจาก 25 ≡ 32 (mod 47) และ 32 ≡ −15 (mod 47)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (3.) จะไดวา 25 ≡ −15 (mod 47)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (6.) จะไดวา (25)2 ≡ (−15)2 (mod 47)

นั่นคือ 210 ≡ 225 (mod 47)
แต 225 ≡ −10 (mod 47)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (3.) จะไดวา 210 ≡ −10 (mod 47)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (6.) จะไดวา (210)2 ≡ (−10)2 (mod 47)

นั่นคือ 220 ≡ 100 (mod 47)
แต 100 ≡ 6 (mod 47)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (3.) จะไดวา 220 ≡ 6 (mod 47)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (4.) จะไดวา (220)(23) ≡ (6)(23) (mod 47)

นั่นคือ 223 ≡ 48 (mod 47)

เนื่องจาก 48 ≡ 1 (mod 47)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (3.) จะไดวา 223 ≡ 1 (mod 47)

ทฤษฎีบท 1.43 กำหนดให a b c d เปนจำนวนเต็ม และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. ถา a ≡ b (mod n) และ c ≡ d (mod n) แลว ax+ cy ≡ bx+ dy (mod n)

สำหรับทุก x, y ∈ Z

2. ถา a ≡ b (mod n) และ d ∈ N ซึ่ง d | n แลว a ≡ b (mod d)
3. ถา a ≡ b (mod n) แลว ak ≡ bk (mod nk) สำหรับทุก k ∈ N

ทฤษฎีบท 1.44 กำหนดให a b เปนจำนวนเต็ม และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา a ≡ b

(mod n) ก็ตอเมื่อ เศษที่ไดจากการหาร a ดวย n เทากับเศษที่ไดจากการหาร b ดวย n
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ตัวอยางที่ 1.11 จงหาเศษที่ไดจากการหาร 5110 ดวย 6

วิธีทำ เนื่องจาก 5 ≡ −1 (mod 6)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (6.) จะไดวา 5110 ≡ (−1)110 (mod 6)
แต (−1)110 ≡ 1 (mod 6)
โดยทฤษฎีบท 1.42 (3.) จะไดวา 5110 ≡ 1 (mod 6)
โดยทฤษฎีบท 1.44 จะไดวา 5110 และ 1 ถูกหารดวย 6 แลวจะเหลือเศษเทากัน
แต 6 หาร 1 เหลือเศษ 1 ดังนั้น เศษที่ไดจากการหาร 5110 ดวย 6 คือ 1

บทนิยาม 1.45 กำหนดให a เปนจำนวนเต็ม และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะเขียนแทนเซตของ
จำนวนเต็มทั้งหมดที่คอนกรูเอนซกับ a มอดุโล n ดวยสัญลักษ [a] กลาวคือ

[a] = {x ∈ Z|x ≡ a (mod n)}
= {x ∈ Z|n | (x− a)}
= {x ∈ Z|x− a = kn สำหรับบางจำนวนเต็ม k}
= {x ∈ Z|x = a+ kn สำหรับบางจำนวนเต็ม k}

เรียก [a] วาเปนชั้นสมมูล (equivalence class) ของจำนวนเต็มภายใตคอนกรูเอนซมอดุโล n ที่มี
a เปนสมาชิก และเรียก a วาเปนตัวแทน (representation) ของชั้นสมมูล [a]

ตัวอยางที่ 1.12 จงหาชั้นสมมูลของจำนวนเต็มภายใตคอนกรูเอนซมอดุโล 5

วิธีทำ [0] = {x ∈ Z|x = 5k สำหรับบาง k ∈ Z}
= {. . . ,−15,−10,−5, 0, 5, 10, 15, . . .}

[1] = {x ∈ Z|x = 1 + 5k สำหรับบาง k ∈ Z}
= {. . . ,−14,−9,−4, 1, 6, 11, 16, . . .}

[2] = {x ∈ Z|x = 2 + 5k สำหรับบาง k ∈ Z}
= {. . . ,−13,−8,−3, 2, 7, 12, 17, . . .}

[3] = {x ∈ Z|x = 3 + 5k สำหรับบาง k ∈ Z}
= {. . . ,−12,−7,−2, 3, 8, 13, 18, . . .}

[4] = {x ∈ Z|x = 4 + 5k สำหรับบาง k ∈ Z}
= {. . . ,−11,−6,−1, 4, 9, 14, 19, . . .}

จากตัวอยางที่ 1.12 หากทำตอไปเรื่อย ๆ จะพบวา

[0] = [5] = [10] = . . .

[1] = [6] = [11] = . . .

[2] = [7] = [12] = . . .

[3] = [8] = [13] = . . .

[4] = [9] = [14] = . . .
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นั่นคือ ชั้นสมมูลหนึ่งชั้นสมมูลใด ๆ ของจำนวนเต็มภายใตคอนกรูเอนซมอดุโล 5 นั้น สามารถ
เขียนไดหลายรูปแบบ โดยเปลี่ยนแตตัวแทนซึ่งเปนสมาชิกของชั้นสมมูลนั้น ๆ เพื่อความสะดวกเรามัก
จะใชจำนวนเต็มที่ไมเปนลบที่นอยที่สุดจากแตละชั้นสมมูลมาเปนตัวแทน ซึ่งมีเครื่องมือที่ชวยตรวจ
สอบวาชั้นสมมูลใดเปนชั้นสมมูลเดียวกันดังทฤษฎีบท 1.46

ทฤษฎีบท 1.46 กำหนดให a b เปนจำนวนเต็ม และ n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา a ≡ b

(mod n) ก็ตอเมื่อ [a] = [b]

ทฤษฎีบท 1.47 กำหนดให n เปนจำนวนเต็มบวกใด ๆ ความสัมพันธคอนกรูเอนซมอดุโล n จะ
แบงเซตของจำนวนเต็มออกเปน n ชั้นสมมูลของจำนวนเต็มภายใตคอนกรูเอนซมอดุโล n ที่แตก
ตางกัน

จากทฤษฎีบท 1.47 เราจะสรางเซตของชั้นสมมูลทั้งหมดไดดังบทนิยาม 1.48

บทนิยาม 1.48 กำหนดให n เปนจำนวนเต็มบวก จะเรียกเซต Zn ที่มีสมาชิกเปนชั้นสมมูลทั้งหมด
ของจำนวนเต็มภายใตคอนกรูเอนซมอดุโล n วาเซตของจำนวนเต็มมอดุโล n (the set of integers
modulo n) กลาวคือ Zn = {[0], [1], [2], ..., [n− 1]}

จากตัวอยางที่ 1.12 มีสิ่งที่นาสนใจเชนเดียวกับการเทากันของชั้นสมมูล คือ อินเตอรเซกชัน
ของสองชั้นสมมูลใด ๆ จะเปนเซตวาง และ [0] ∪ [1] ∪ [2] ∪ [3] ∪ [4] = Z ซึ่งมีการพิสูจนแลววา
เปนจริงเสมอสำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ ดังทฤษฎีบท 1.49

ทฤษฎีบท 1.49 กำหนดให n เปนจำนวนเต็มบวก จะไดวา
1. สำหรับแตละ [a] ∈ Zn จะไดวา [a] ̸= ∅
2. ถา [a] ∈ Zn และ b ∈ [a] แลว [b] = [a]

3. สำหรับแตละ [a], [b] ∈ Zn ที่ซึ่ง [a] ̸= [b] จะไดวา [a] ∩ [b] = ∅
4. Z =

∪
a∈Z

[a]

จากทฤษฎีบท 1.49 สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใด ๆ Zn จะเปนผลแบงสวนของ Z เสมอ สิ่ง
ที่นาสนใจนอกเหนือไปจากเซตของชั้นสมมูลของจำนวนเต็ม คือ การดำเนินการของสมาชิกใน Zn ซึ่ง
มีการนิยามการดำเนินการที่สำคัญดังบทนิยาม 1.50

บทนิยาม 1.50 กำหนดให n เปนจำนวนเต็มบวก จะนิยามการบวก และการคูณบน Zn ดังนี้
[a] +n [b] = [a+ b] และ [a]·n [b] = [ab] สำหรับทุก [a], [b] ∈ Zn
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พิจารณาจากบทนิยาม 1.50 และคุณสมบัติของจำนวนเต็มภายใตการบวก และการคูณปกติ
จะสามารถพิสูจนทฤษฎีบท 1.51 ไดโดยตรง

ทฤษฎีบท 1.51 กำหนดให n เปนจำนวนเต็มบวก และ [a], [b], [c] ∈ Zn จะไดวา
1. [a] +n [b] = [b] +n [a]

2. [a]·n [b] = [b]·n [a]
3. ([a] +n [b]) +n [c] = [a] +n ([b] +n [c])

4. ([a]·n [b])·n [c] = [a]·n ([b]·n [c])
5. [a]·n ([b] +n [c]) = ([a]·n [b]) +n ([a]·n [c])
6. [0] +n [a] = [a]

7. [1]·n [a] = [a]

8. ถา n เปนจำนวนเฉพาะ และ [a] ∈ Zn โดยที่ [a] ̸= [0] แลวจะมี [b] ∈ Zn ที่ทำให
[a]·n [b] = [1]

สรุปทายบท
พีชคณิตนามธรรมประกอบดวยหัวใจหลัก 2 อยาง คือ เซต และตัวดำเนินการ ผลแบงสวนของ

Z ภายใตการดำเนินการในบทนิยาม 1.50 เปนตัวอยางที่สำคัญในบทตอ ๆ ไป เนื้อหาในบทนี้มี
ความหลากหลาย หากจัดทำเนื้อหาอยางละเอียดครบถวน อาจทำใหผูอานจับประเด็นเนื้อหาพีชคณิต
นามธรรมคลาดเคลื่อน จึงกลาวถึงเนื้อหาเพียงบางสวนที่จำเปนพรอมกับไมพิสูจนทฤษฎีบทตาง ๆ ใน
บทนี้ แตจะใหความสำคัญกับการพิสูจนทฤษฎีบท และเพิ่มตัวอยางตั้งแตบทที่ 2 เปนตนไป


