
บทที่ 8 กราฟตนไม  (Trees) 

ในบทนี ้ จะกลาวเกี่ยวกับกราฟตนไม  ซึง่เกีย่วของกับการดําเนินงานที่สามารถ

ใชกราฟตนไมชวยพิจารณาเพื่อหาวิธีประหยัดคาใชจาย  หรือชวยในการจัดงบประมาณ
เพื่อใหไดประโยชนสูงสุดในการบริหารงานตาง ๆ เชน  การสรางเสนทางคมนาคม  การ
วางสายโทรศัพท  และการขนสง  เปนตน

บทนิยาม

กราฟตนไม  คอื  กราฟเชื่อมโยงซึง่ไมมีวงเวยีน



ตัวอยาง  จงพจิารณากราฟตอไปนี้

อันดับสามอันดับสองอันดับหนึ่ง

อันดับส่ี
อันดับหา

จากกราฟ  จะเห็นวา  กราฟอันดับหนึ่ง  อันดับสอง  และอันดับสาม  จะมีเพียง  

1 แบบ  

ในขณะที่กราฟอันดับสี่มี  2 แบบ  กราฟอันดับหามี  3 แบบ  และกราฟ
อันดับหกมี  6 แบบ  ดังตอไปนี้



อันดับหก

จากกราฟ  จะเห็นวา  กราฟตนไมเมื่อเพิ่มจุดยอด  1 จุดและเสนเชื่อมใหม  1

เสน  จะไดกราฟตนไมใหม  

ซึง่ในแตละชั้นจํานวนจุดยอดจะมากกวาจํานวนเสนเชื่อมอยู  1 หนวย  ดงันั้น  
กราฟตนไมอันดับ  n  จะมีเสนเชื่อม  n – 1 เสน

นอกจากนั้น  เสนเชื่อมทุกเสนในกราฟตนไมเปนสะพาน  ดังนั้น  จงึมีขอความ
เชิงสมมูลของกราฟตนไม  ดงัตอไปนี้



ทฤษฎีบท

ถา  T  เปนกราฟอันดับ  n  ขอความตอไปนี้มีความสมมูล

(1) T  เปนกราฟเชื่อมโยง  และไมมีวงเวียน

(2) T เปนกราฟเชื่อมโยง  และมีเสนเชื่อม  n – 1 เสน

(3) T  เปนกราฟเชื่อมโยง  และเสนเชื่อมทุกเสนเปนสะพาน

(4) T  ไมมีวงเวียน  แตถาเพิ่มเสนเชื่อมใด  ๆ  1 เสน  จะทําใหเกิด

วงเวียน  1 วงเวียน

บทนิยาม

กราฟปาไม  คอื  กราฟที่ไมมวีงเวียน



ตัวอยาง   จงพจิารณากราฟตอไปนี้  

กราฟปาไม

จากกราฟ  จะเห็นวาแตละสวนประกอบของกราฟปาไมเปนกราฟตนไม



บทนิยาม

จํานวนเสนเชื่อมในวิถีซึ่งยาวที่สุดของกราฟตนไม  เรียกวา  เสนผาศูนยกลาง

ตวัอย่าง   จงพจิารณากราฟต่อไปนี�

จากกราฟ  จะเห็นวาเปนกราฟตนไมอันดับ  6 มีเสนผาศูนยกลางเทากับ  3



การทํากราฟตนไมเปนกราฟรากไม  มีขั้นตอนดังนี้

1. กําหนดจุดยอดจุดหนึ่งเปนจุดเริ่มตน

2. ระบุทิศทางตามเสนเชื่อมที่โยงออกไปยงัจดุยอดตาง ๆ  ที่ตอจากจุดเริ่มตน

3. กําหนดใหจุดเริ่มตนมีระดับเปนศูนย

4. จุดยอดถัดไปมีระดับสอง  ระดับสาม  ตามลําดับ  ดังตัวอยางตอไปนี้

จากกราฟ  จะเห็นวาระดับของจุดยอดใด  ๆ  คือ  จํานวนเสนจากจุดยอดนั้น
ไปยังจุดเริ่มตน



ตัวอยาง  จากกราฟรากไมที่กําหนดให  จงหาระดับของ  V5 และ V8

วิธีทํา

ระดับของจุดยอดใดๆ  คือ  จาํนวนเสนจากจุดยอดนั้นไปยังจุดเริ่มตน  ดงันั้น 

V5 มีระดับสอง  และ V8 มีระดับสาม



ตัวอยาง  จากลําดับกอนหลังของจํานวน  4 , 8 , 5 , 0 , 6 , 2  ที่กําหนดให  
จะมีวิธีทัง้หมดเปนจํานวนเทาใดในการเขียนจํานวนเรียงลําดับซึ่งมีคาเพิ่มขึ้น

วิธีทํา

จากโจทยสามารถวาดกราฟไดนี้
จุดเร่ิมตน

4 8 5 0 6 2

8 5 6 6 6 2

6

จะเห็นวา  วธิทีี ่ 1 คือ  4 , 5 , 6 หรือวิธทีี ่ 2 คือ  0 , 2

แตเรียงลําดับจํานวน  2 , 4 ไมได  เพราะแตกตางจากลําดับที่กําหนดให

ซึง่ตามวิธีการนี้สามารถแสดงใหเห็นชัดเจนไดดวยกราฟวา  มีวิธทีั้งหมด  13
วิธี  คือ  (4 ) , (4,8) , (4,5) , (4,5,6) , (4,6) , (8) , (5) , (5,6) , (0) , (0,6) , (0,2) ,
(6) , (2)



ตัวอยาง  แกนเพชรกับเปนกลาง  ตกลงกันวาในการเลนหมากรุก  ผูที่ชนะ  2
เกมติดตอกัน  หรือเลนชนะรวม  3 เกม  จะสิ้นสุดการเลนเกมและผูชนะจะไดรับรางวัล  
500 บาท  ใหใชกราฟตนไมแสดงวาผลลัพธของการเลนจะเปนอยางไรบาง  และ
จํานวนการเลนเกมสูงสุดที่แกนเพชรกับเปนกลาง  จะเลนไดเทากับเทาใด

วิธีทํา

จากโจทยสามารถวาดกราฟไดนี้

ป
ป

ปป

ปปป
ป

กกกก

กกก
ก

ผลลัพธการเลนมีทางเปนไปไดทั้งหมด  10 วิธี  ตามจํานวนจุดยอดของดกีรี  
ในกราฟตนไมและจํานวนการเลนเกมสูงสุดคือ  5 เกม  จะไดผูชนะ



ทฤษฎีบท

ถา  u  และ  v  เปนจุดยอด  2 จุดใด ๆ  ในกราฟตนไม  T  จะมีวิถี
จาก  u  ถึง  v  ในกราฟ  T  เพียง  1 วิถี

ทฤษฎีบท

กราฟตนไม  T  ซึง่มีอันดับ  p และขนาด  q  จะมีความสัมพันธใน
รูป  q = p - 1

ตัวอยาง  ถากราฟ  G  มีจุดยอด  10 จุดและเสนเชื่อม  12 เสน  กราฟ  G  
เปนกราฟตนไมไดหรือไม

วิธีทํา กราฟ  G  ไมใชกราฟตนไม  เพราะตาม ทบ. กราฟตนไมซึง่มีจุดยอด  
10 จุด  จะตองมีเสนเชื่อม  9 เสน



ทฤษฎีบท

กราฟตนไมซึ่งมีจุดยอดมากกวา  1 จุด  จะมีจุดยอดอยางนอยที่สุด
จํานวน    1 จุด  ซึง่มีดีกรี  1

ทฤษฎีบท

กราฟตนไมซึ่งมีจุดยอดมากกวา  1 จุด  ตองมี  2 จุดที่มีดีกรี  1

บทนิยาม

จุดยอดในกราฟตนไมซึง่มีดีกร ี 1 เรียกวาจุดปลาย  สวนจดุยอดที่มี
ดีกรีมากกวา  1 เรียกวาจุดภายใน



ตัวอยาง  จงหาจุดปลายและจุดภายในทั้งหมดของกราฟตอไปนี้

a

bz

yu

xwv

วิธีทํา

จุดยอด  u , y , a , b เรียกวาจุดปลาย

จุดยอด  v , w , x , z เรียกวาจุดภายใน  



ทฤษฎีบท

ให  G เปนกราฟเชื่อมโยง  และ  C  เปนวงจรใน  G  

ถาลบเสนเชื่อม  1 เสนออกจาก  C  กราฟทีเ่หลืออยูเปนกราฟ
เชื่อมโยง

ทฤษฎีบท

ถา  G เปนกราฟเชื่อมโยงอันดับ  p  และขนาด  p – 1 แลว  G  
เปนกราฟตนไม



ตัวอยาง  จงยกตัวอยางกราฟอันดับ  5 และขนาด  4 ซึง่ไมเปนกราฟตนไม

วิธีทํา

ตาม ทบ. กราฟที่กําหนดเชนนี้ตองไมเปนกราฟเชื่อมโยง  ดงักราฟ
ตอไปนี้

yw

xv

u



กราฟตนไมทวิภาค  (binary  trees)

กําหนดให  ความสูงของกราฟรากไมคือ  ระดับสูงสุดวัดจากจุดยอดใน
กราฟนั้น

ถาให  v  เปนจุดยอดใด ๆ ของกราฟรากไม  และมีจุดยอดหนึ่งซึง่
ประชิดกับจุด  v  และอยูหางจากจุดเริ่มตนมากกวาจุด v หนึ่งระดับ  เรยีกวาจุดสืบตอ

และเรียก  v  วา จุดกําเนิด  

ถาจุดสือตอของ  v  มีสองจุดจะเรียกวาจุดเครือญาต ิ 

ดั้งนั้นในกราฟรากไม  เมื่อกําหนดจุดยอด  v  และ  w ถา  v  อยูบน
วิถีเดียวระหวาง  w  กับจุดกําเนิด  จะเรียกจดุ  v  วา  จุดเผาพันธุ  ของ  w   และเรียก  
w  วา  จุดสืบเชื้อสาย  ของ  v

กราฟรากไมซึ่งจุดยอดทุกจุดมจีุดสืบตออยางมากที่สุด  2 จุด  และ
แตละจุดถูกกําหนดใหเปนจุดสืบตอทางซาย (หนึ่งเดียว) หรือจุดสืบทอดทางขวา (หนึง่
เดียว) จะมีชื่อเรียกกราฟรากไมแบบนี้วา  กราฟตนไมทวิภาค



บทนิยาม

กราฟตนไมทวิภาค  คือ  กราฟรากไมซึ่งมีจดุยอดภายในทุกจุดมีจุดสืบตอได
อยางมากที่สุด  2 จุด  จุดสืบตอถูกกําหนดไววาเปนจุดทางซายหรือทางขวา  จุด
ภายในมีจุดสืบตอทางซายและทางขวาไดอยางละ  1 จุด  

กราฟตนไมทวิภาคเปนแบบสมบูรณ  ถาจุดภายในแตละจุดมีจุดสืบตอ
เพียง  2 จุดเทานั้น

ถา  T  เปนกราฟตนไมทวิภาค  ซึง่มีจุดยอด  v  เปนจุดภายใน  
กราฟตนไมยอยทางซายของ  v  มีจุดยอดในกราฟประกอบดวย  จุดสืบตอและจุดสืบ
เชื้อสายทั้งหลายของจุดยอด v รวมกับ  เสนเชื่อมทั้งหลายใน  T ทีโ่ยงจุดทางซายไว
ดวยกันในกราฟตนไมยอยทางซาย

กราฟตนไมยอยทางขวาของ  v  มีบทนิยามในทํานองเดียวกันกับ
กราฟตนไมยอยทางซายของ  v



ตัวอยาง  กราฟตอไปนี้เปนกราฟตนไมทวิภาค  และกราฟตนไมยอย

z
y

v

w

u

จุดเริ่มตน (ราก)

จากกราฟ  และตามบทนิยาม  w  เปนจุดสืบตอทางซายของ  u  

สวน  z  เปนจุดสืบตอทางขวาของ  v  

และกราฟตนไมยอยทางซายของ  v  เริ่มจาก  y และกราฟตนไมยอยทางขวา
ของ v  เริ่มจาก  z



กราฟตนไมทวิภาค  ไดนําไปใชในวิทยาการคอมพิวเตอร  เพื่อใชแทนนิพจน
ทางพีชคณิตที่เกี่ยวกับการซอนในวงเล็บที่สมดุล  ดงัเชนกราฟตอไปนี้

ใชแทน  
x

y

กราฟตนไมทวิภาค

x y

จะเห็นวา  ตัวดําเนินการอยูที่จุดกําเนิดทํากับจุดสืบตอทางซายและจุดสืบตอ
ทางขวาของจดุกําเนิดตามแนวจากซายไปขวา



ตัวอยาง  ใหใชกราฟตนไมทวิภาค  แทนนิพจนทางพีชคณติตอไปนี้

(ก) x / (y+z) (ข) [(u-v)w + (x/y)]

วิธีทํา

ใหจุดภายในเปนตัวดําเนินการเลขคณิต  จุดปลายเปนตัวแปร  และมี
จุดยอดเปนตัวดําเนินการตอกราฟตนไมยอยทางซายและทางขวา  โดยเริม่จาก
ซายไปขวา  จงึไดคําตอบดังกราฟตอไปนี้

(ก)

zy

/

+x

w

vu

-

* /

+

x y

(ข)



ทฤษฎีบท

ถา  T  เปนกราฟตนไมทวิภาคแบบสมบูรณ  ซึง่มีจุดภายใน  k จุด ( k เปน
จํานวนเต็มบวก)  จะไดวา  T  มีจุดยอดทั้งหมดจํานวน  2k+1  จุด  และมจีุดปลาย
จํานวน  k+1  จุด

ตัวอยาง  จงแสดงใหเห็นวากราฟตนไมทวิภาคแบบสมบูรณซึง่มี

จุดยอดภายใน  10 จุด  จะมจีุดปลาย  13 จุด  ไดหรือไม

วิธีทํา

จาก ทบ. กราฟตนไมทวิภาคแบบสมบูรณซึ่งมีจุดภายใน  k  จุด  จะมีจุด
ปลาย  k+1 จุด  ดงันั้น  จากโจทยกราฟมีจดุภายใน  10 จุด  จะไดวากราฟมีจุดปลาย  
10+1 = 11 จดุ  ซึง่ไมเทา  13 จุด  ตามทีโ่จทยถาม

ดังนั้นกราฟตนไมทวิภาคแบบสมบูรณที่มีจุดภายใน  10 จุด  จะมีจุดปลาย  
13 จุด  ไมได



ทฤษฎีบท

ถา  T  เปนกราฟตนไมทวิภาค  ซึง่มีจุดปลายจํานวน  n จุด  และความสูง
เปน  r  จะไดวา  n  2r หรือ  log2(n)  r

ตัวอยาง  จงแสดงใหเห็นวากราฟตนไมทวิภาค  ซึง่มีจุดปลายจํานวน  
38 จุด  จะมีความสูงเทากับ  5 หรือไม

วธีิทาํ

จาก ทบ. กราฟต้นไม้ทวภิาคใด ๆ  ซึ�งมีความสงู   5 จะมีจดปลายจํานวนสงสดุ ู ุ
เท่ากบั  25 = 32  จดุ

ดงันั�นไม่มีกราฟต้นไม้ทวภิาคซึ�งมีความสงู   5 และมีจดปลายุ   38 จดุ



กราฟตนไมแบบทอดขาม  (spanning  tree)

ในหัวขอนี้  นําไปใชในการบริหารจัดการทางคมนาคม  อาทเิชน

บริษัทสายการบินแหงหนึง่ตองการขยายเสนทางบิน  และไดรับอนุญาตจาก
เจาหนาที่รัฐบาลใหใชเสนทางบินระหวางสถานที่ตาง ๆ  ไดดังกราฟ

n
s

f c

dm

t

l

ถาบริษัทสายการบินตองการใชเสนทาง
บินไปยังสถานที่ทุกแหงแตตองการประหยัด
คาใชจายของบริษัทดวย  การใชเสนทางบินนอย
ที่สุดและเชื่อมโยงสถานทีทุ่กแหงซึง่เสนทางการ
บินเลือกชุดหนึ่งเปนดังกราฟ n

cf

d
m

t
s

l



จะเห็นวา  เสนทางบินครอบคลุมสถานที่ทุกแหง  แตเสนทางบินชุดอื่นที่
ครอบคลุมสถานที่ทุกแหงเชนเดียวกันหรือไม  

คําตอบคือ  ชุดเสนทางบินที่ทาํใหบริษัทสายการบินพึงพอใจ  คือชุดเสนทาง
บินที่เปนกราฟตนไม  ถากราฟมีวงจร  จะสามารถตัดเสนทางบินหนึ่งเสนในวงจรออกได  

โดยไมทําใหกราฟขาดความเชื่อมโยง  

จะเห็นวากราฟตนไมซึง่มีจุดยอด  8 จุด จะมีเสนเชื่อม  7 เสน  
ดังนั้นเสนทางบินใด ๆ  ที่เชือ่มสถานที่ทั้ง  8 แหงและประหยัดคาใชจายจะมี
เสนทางบิน  7 เสนทาง



บทนิยาม

กราฟตนไมแบบทอดขามของกราฟ  G  คือกราฟยอยของ  G  ที่รวมจุดยอด
ทุกจุดใน  G และเปนกราฟตนไม

ซึง่สัมพันธกับสิ่งสําคัญ  2 ประการคือ

1. กราฟเชื่อมโยงทุกกราฟมกีราฟตนไมแบบทอดขาม

2. กราฟตนไมแบบทอดขาม  2 กราฟของกราฟเชื่อมโยงมีจํานวน
เสนเชื่อมเทากัน



ตัวอยาง  จากกราฟที่กําหนดให  จงหากราฟตนไมแบบทอดขามทั้งหมด

f

ed

cb

a

วิธีทํา

จากกราฟ  มีวงเวียน c d e c ดังนั้น  ถาลบ
เสนเชื่อมเสนใดเสนหนึ่งในวงเวียน  จะไดกราฟตนไม  
โดยจะเห็นไดวามีกราฟตนไมแบบทอดขามอยู  3 รูปดังนี้
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ตัวอยาง  จากกราฟที่กําหนดให  จงหากราฟตนไมแบบทอดขาม

e d

c

ba

วิธีทํา

จากกราฟ  สามารถหากราฟตนไมแบบทอดขาม
ได  3 รูป  โดยการลบเสนเชื่อมออกจากวงเวียนของ
กราฟ  ไดรูปดังนี้

a b

c

dee d

c

baa b

c

de



บทนิยาม

กราฟแสดงน้ําหนัก  คือ  กราฟซึง่เสนเชื่อมแตละเสนมีจํานวนจริงกํากับบอก
น้ําหนัก  หรือระยะทางผลบวกของจํานวนจริงในเสนเชื่อม  คือ  น้ําหนักรวมทัง้หมด
หรือระยะทางทัง้หมด

กราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  ของกราฟแสดงน้ําหนัก  คือ  
กราฟตนไมแบบทอดขามที่มีน้ําหนักหรือระยะทางรวมทัง้หมดต่ําสุด  เมือ่
เปรียบเทียบกับกราฟตนไมแบบทอดขามอื่น ๆ  ของกราฟ

วิธีการหากราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  มีขั้นตอนดังนี้

1. หากราฟตนไมแบบทอดขามทั้งหมดของกราฟ  

2. หาน้ําหนักรวมของแตละกราฟ  

3. เลือกกราฟตนไมแบบทอดขามซึ่งมีคาต่ําสุด



แตวิธีนี้จะสิ้นเปลืองเวลา  เนื่องจากกราฟตนไมแบบทอดขามมีเปนจํานวนมาก

จึงมผีูคิดคนขั้นตอนการหากราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุดที่มีประสิทธิภาพมากกวา  

เรียกวา  วธิีของครัสแคล และวิธีของพริม

วิธีของครัสแคล  มีขั้นตอนดังนี้

ตรวจสอบเสนเชื่อมของกราฟแสดงน้ําหนักแตละครั้งตามลําดับของ

น้ําหนักที่เพิ่มขึ้น  โดยในแตละชั้นที่เพิ่มเสนเชื่อมเขาไปในกราฟมีเงื่อนไขวา

ตองไมใหเกิดวงเวียน  ภายหลังจากเพิ่มเสนเชื่อมจํานวน  n – 1 เสน 

(n = จํานวนจุดยอด)  จะไดกราฟแบบทอดขามต่ําสุดของกราฟที่กําหนดให



ตัวอยาง  จากกราฟเชื่อมโยงแสดงน้ําหนักทีก่ําหนดให  จงหากราฟตนไมแบบ
ทอดขามคาต่ําสุดโดยใชวิธีของครัสแคล
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วิธีทํา ขั้นแรก เลือกเสนเชื่อมคาต่ําสุด  นั่นคือ  BC  น้ําหนัก  70

ขั้นที่สอง  เลือกเสนเชื่อมถัดไปคือ EF น้ําหนัก  80

ขั้นที่สาม  เลือก FH น้ําหนัก  150 ขั้นที่สี่    เลือก DE น้ําหนัก  230

ขั้นที่หา   เลือก GF น้ําหนัก  270 ขั้นที่หก  เลือก CG  น้ําหนัก  260

ขั้นที่เจ็ด  ไมเลือก CF เพราะเกิดวงเวียน CFGC

ขั้นที่แปด ไมเลือก DF เพราะเกิดวงเวียน 

ขั้นที่เกา   ไมเลือก BF เพราะเกิดวงเวียน        ขั้นที่สิบ  เลือก AC น้ําหนัก 350



ขั้นสุดทาย  ไมเลือก AH เพราะเกิดวงเวียน  

ดังนั้นตามวิธีของครัสแคล  จะไดกราฟตนไมแบบทอดขาม  ดงัรูป
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วิธีของครัสแคล  ใชไดในกรณีของกราฟขนาดเล็ก   แตเมื่อกราฟมีขนาดใหญ
ใหใชวิธีของพริม  ซึง่แตกตางตรงที่ตอเสนเชื่อมออกจากจุดยอดของ  T ดวยจุดยอด
และเสนเชื่อมที่ยังไมรวมอยูใน  T  คราวละ  1 จุดและ  1 เสน  ดงัตัวอยางตอไปนี้



ตัวอยาง  จงหากราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  โดยใชวิธีของพริม
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วิธีทํา ขั้นแรก เลือกจุดยอดให T เชนจุด A

ขั้นที่สอง   เลือกจุดยอด C ไดเสนเชื่อม AC น้ําหนัก 350

ขั้นที่สาม   เลือกจุดยอด B ไดเสนเชื่อม BC น้ําหนัก 70

ขั้นที่สี่      เลือกจุดยอด G ไดเสนเชื่อม CG น้ําหนัก 260

ขั้นที่หา     เลือกจุดยอด F ไดเสนเชื่อม GF น้ําหนัก 240

ขั้นที่หก    เลือกจุดยอด E ไดเสนเชื่อม FE น้ําหนัก 80

ขั้นที่เจ็ด   เลือกจุดยอด H ไดเสนเชื่อม FH น้ําหนัก 150

ขั้นที่แปด  เลือกจุดยอด D ไดเสนเชื่อม ED น้ําหนัก 230



จะเห็นวา  กราฟตนไมที่ไดเปนแบบเดียวกันกับกราฟตนไมที่ไดโดยวิธีของครัส
แคล  แตมีความแตกตางในการเพิ่มเสนเชื่อมใน  T กราฟตนไมที่ไดตามวิธีของพริม  
เปนแบบทอดขามแตเห็นไมชัดวาเปนแบบใหคาต่ําสุด  ซึง่จะชี้ใหเห็นวาวิธีของพริมจะ
ไดกราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  ดังทฤษฎีบทตอไปนี้

ทฤษฎีบท

ขั้นตอนวิธีของพริม  เมื่อใชกราฟเชื่อมโยง  G  จะทําใหไดกราฟตนไม
แบบทอดขามของ  G  ซึง่มีคาต่ําสุด



ตัวอยาง  จงหากราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  โดยใชวิธีของครัสแคลและ
วิธีของพริม (ซึง่วิธีของพริมใหเริ่มที่จุดยอด  A)

วิธีทํา วิธีของครัสแคล  จะเพิ่มเสนเชื่อมตามลําดับดังนี้

วิธีที ่ 1 df , ac , ab , cd , de

วิธีที ่ 2 df , ac , bc , cd , de
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วิธีของพริม  ซึ่งกําหนดใหจุดยอด  A  เปนจุดเริ่มตน  มีขั้นตอนดังนี้

วิธีที ่ 1 ac , ab , cd , df , de

วิธีที ่ 2 ac , bc , cd , df , de
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การนับจํานวนกราฟตนไม

การนับจํานวนกราฟตนไม  มสีวนชวยในการตอบปญหาตาง ๆ  เชน  

ปญหาระบบชลประทานคลองสงน้ําเชื่อมระหวางสถานที ่ 5 แหง  

กับคลอง  4 คลอง   มีเปนจํานวนเทาใด  หรือ

ปญหาการหาจํานวนโมเลกุลทางเคมีสูตร  C8H18 มีคาเทากับเทาใด

ซึง่โดยทั่วไปการนับจํานวนกราฟตนไมที่มีอักษรกํากับจุดยอดจะงายกวาที่ไมมี
อักษรกํากับไวที่จุดยอด



ทฤษฎีบท

จํานวนของกราฟตนไมมีหมายเลขกํากับจุดยอดอันดับ  n เทากับ  n n-2

ซึง่การพิสูจนทฤษฎีตองใชหลักการของพรูเฟอร  โดยตองใชความสัมพันธแบบ 1-1

เพื่อใหไดความสัมพันธแบบ 1-1 ตามหลักการของพรูเฟอร มีขั้นตอนดังนี้

1. จากกลุมของจุดยอดซึง่มีดีกรี  1 เลือกจุดยอดที่มีหมายเลขนอยที่สุด

2. เลือกจุดประชิดกับจุดยอดที่เลือกไวในขอ  1 และใสตัวเลขในตําแหนงแรก
ของลําดับ

3. ลบจุดยอดที่เลือกในขอ  1 และเสนที่ประชิดกับจุดนี้ออกไดกราฟตนไมที่
เล็กกวาเดิม

4. ทําขั้นตอนที่ 1 , 2 , 3 ซ้าํใหม  จนกวาจะเหลือจุดยอด  2 จุด  จะได
ลําดับของพรูเฟอร



ตัวอยาง  จากกราฟตนไมมีตัวเลขกํากับใหดังตอไปนี้

3 6

5

1 7

4

2

จากกราฟ  จะไดวา

1. กลุมจุดยอดดีกรี  1 คือจุด 3 , 2 , 4 , 7 มีจุดยอดตัวเลข 2 เล็กสุด

2. จุดประชิดกับ 2 คือ 6 ดงันั้นตัวเลขตําแหนงแรกในลําดับของพรูเฟอรคือ 6

3. ลบจุดยอดหมายเลข 2 และเสนเชื่อม 26 ออกไดกราฟตนไมที่เล็กกวาเดิม
คือ 4

71

5

63

4. ทําซ้ําขั้นตอน  ก , ข , ค



1. จุดยอดดีกรี  1 คือ  3 , 4 , 7 ซึง่  3 เปนหมายเลขนอยที่สุด

2. จุดประชิดกับจุดหมายเลข  3 คือ  6 ดังนั้นตัวเลขในลําดับตัวที่สองคือ  6

3. ลบเสน  36 ไดกราฟตนไมคือ

6

5

1 7

4

4. ทําซ้ําตอไปจะไดลําดับของพรูเฟอร  คือ  6 , 6 , 5 , 5 , 1 เสนเชื่อมที่ลบ
ออกตามลําดับคือ  45 , 65 , 51



ในทางกลับกัน  สามารถใชลําดับของพรูเฟอรหาความสัมพันธแบบ 1-1 ได
เชนเดียวกัน  โดยทําตามขั้นตอนดังนี้

1. เขียนจุดยอด  n  จุด  ใสหมายเลขกํากับตั้งแต  1 ถึง  n  และมี
รายการตัวเลขจาก  1 ถึง  n

2. ดูตัวเลขที่นอยที่สุดในรายการและเปนตัวเลขที่ไมอยูในลําดับของ
พรูเฟอร  หาตัวเลขแรกสุดในลําดับของพรูเฟอร  แลวเพิ่มเสนเชื่อมโยงจดุกับ
หมายเลข

3. ลบตัวเลขลําดับแรกในขอ  2 ออกจากรายการและลบตัวเลขอีก
ตัวหนึ่งออกจากลําดับของพรูเฟอร  จะไดรายการและลําดับซึ่งเล็กกวาเดมิ

4. ทําขั้นตอนในขอ  2 และ  3 ซ้ํา ๆ  ตอไปจนเหลือเพียง  2
หมายเลขในรายการและโยงจดุกับตัวเลขเหลานี้



ตัวอยาง  จากลําดับของพรูเฟอร 6 , 6 , 5 , 5 , 1

1. เพราะวาลําดับมี  7 – 2 = 5  จํานวน  จึงเริ่ม
รายการดวย  1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 และสรางจุดยอด  1 ถึง  
7 ดังรูป
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4

2. จํานวนนอยที่สุดในรายการแตไมอยูใน
ลําดับของพรูเฟอร  คือ  2 และจํานวนแรกสุดใน
ลําดับของพรูเฟอรคือ  6 ดังนี้นจึงโยงเสนเชื่อม
ระหวางจุดยอด  2 กับ  6

56

7

1

2

3

4

3. ลบเลข  2 ออกจากรายการและลบเลข  
6 ออกจากลําดับของพรูเฟอร  จะไดรายการ  1 , 3 , 4 , 6 , 7
ตามลําดับ  และลําดับ  6, 5 , 5, 1 (กลับไปที่ขั้นตอน  2 ใหม)



4. จํานวนนอนที่สุดในรายการและไมอยูในลําดับของ
พรูเฟอรคือ  3 สวนจํานวนแรกสุดในลําดับของพรูเฟอร  คือ  
6 ดังนั้นโยงเสนเชื่อมระหวางจุดยอด  3 กับ  6

56
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4

5. ลบเลข  3 ออกจากรายการและลบเลข  6 ออกจากลําดับของพรู
เฟอรไดรายการใหมเปน  1 , 4 , 6 , 7 และลําดับของพรูเฟอรใหมเปน  5 , 5
, 1 ทําขั้นตอนในขอ  2 และ  3 ซ้ํา ๆ ตอไปจะไดเสนเชื่อมโยงจุดยอด 4 กับ 
5 เสนเชื่อมโยงจุดยอด 6 กับ 5 และเสนเชื่อมโยงจุดยอด 5 กับ 1 และรายการ
ทายสุดคือ  1 , 7 สรางเสนเชื่อมโยงจุด 1 , 7

56

7
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4



จะเห็นไดวากราฟตนไมมีตัวเลขกํากับจุดยอดที่ไดจากลําดับของพรูเฟอร  6 , 6
, 5 , 5 , 1 คือ กราฟตนไมมีตัวเลขกํากับจุดยอดที่ทําใหลําดับพรูเฟอร  ซึง่กรณีเชนนี้จะ
เกิดขึ้นเปนปกติ  

ถาเริ่มตนดวยกราฟตนไมจะไดลําดับพรูเฟอร  และเมื่อเริ่มจากลําดับ
ของพรูเฟอร  จะไดกราฟตนไมเดิม นั่นคือเปนความสัมพันธ 1-1 ที่ตองการ

ทฤษฎีบท

ถา M  เปนเมทริกซซึง่ไดจากเมทริกซประชิดของกราฟเชื่อมโยง  G  ดวยการ
เปลี่ยนบรรดาสมาชิกเลข  1 ทั้งหลายใหเปน -1 และเปลี่ยนสมาชิกเลข 0 ในแนว
ทะแยงใหเทากับจํานวนดีกรีของจุดยอดที่สมนัย  แลวจะไดวา  จํานวนกราฟตนไมแบบ
ทอดขามของกราฟ G  จะเทากับคาของ  cofactor  ใด ๆ  ของ  M



ตัวอยาง  กําหนดใหเมทริกซประชิดของกราฟเชื่อมโยง  G  ดังนี้
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ตามทฤษฎีบทของเคอรซอฟ  จะไดเมทริกซ  M  เปน
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จะไดวา  cofactor  ของ M11 คือ กระจายโดย  cofactor ของแถวที่  1
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ซึง่เปนไปตามทฤษฎีบทวา  จํานวนกราฟตนไมแบบทอดขามจะเทากับ 
cofactor ใด ๆ ของ  M   เทากับ  8


