
บทที่ 8 กราฟตนไม  (Trees) 

ในบทนี ้ จะกลาวเกี่ยวกับกราฟตนไม  ซึง่เกีย่วของกับการดําเนินงานที่สามารถ

ใชกราฟตนไมชวยพิจารณาเพื่อหาวิธีประหยัดคาใชจาย  หรือชวยในการจัดงบประมาณ
เพื่อใหไดประโยชนสูงสุดในการบริหารงานตาง ๆ เชน  การสรางเสนทางคมนาคม  การ
วางสายโทรศัพท  และการขนสง  เปนตน

บทนิยาม

กราฟตนไม  คอื  กราฟเชื่อมโยงซึง่ไมมีวงเวยีน



ตัวอยาง  จงพจิารณากราฟตอไปนี้

อันดับสามอันดับสองอันดับหนึ่ง

อันดับส่ี
อันดับหา

จากกราฟ  จะเห็นวา  กราฟอันดับหนึ่ง  อันดับสอง  และอันดับสาม  จะมีเพียง  

1 แบบ  

ในขณะที่กราฟอันดับสี่มี  2 แบบ  กราฟอันดับหามี  3 แบบ  และกราฟ
อันดับหกมี  6 แบบ  ดังตอไปนี้



อันดับหก

จากกราฟ  จะเห็นวา  กราฟตนไมเมื่อเพิ่มจุดยอด  1 จุดและเสนเชื่อมใหม  1

เสน  จะไดกราฟตนไมใหม  

ซึง่ในแตละชั้นจํานวนจุดยอดจะมากกวาจํานวนเสนเชื่อมอยู  1 หนวย  ดงันั้น  
กราฟตนไมอันดับ  n  จะมีเสนเชื่อม  n – 1 เสน

นอกจากนั้น  เสนเชื่อมทุกเสนในกราฟตนไมเปนสะพาน  ดังนั้น  จงึมีขอความ
เชิงสมมูลของกราฟตนไม  ดงัตอไปนี้



ทฤษฎีบท

ถา  T  เปนกราฟอันดับ  n  ขอความตอไปนี้มีความสมมูล

(1) T  เปนกราฟเชื่อมโยง  และไมมีวงเวียน

(2) T เปนกราฟเชื่อมโยง  และมีเสนเชื่อม  n – 1 เสน

(3) T  เปนกราฟเชื่อมโยง  และเสนเชื่อมทุกเสนเปนสะพาน

(4) T  ไมมีวงเวียน  แตถาเพิ่มเสนเชื่อมใด  ๆ  1 เสน  จะทําใหเกิด

วงเวียน  1 วงเวียน

บทนิยาม

กราฟปาไม  คอื  กราฟที่ไมมวีงเวียน



ตัวอยาง   จงพจิารณากราฟตอไปนี้  

กราฟปาไม

จากกราฟ  จะเห็นวาแตละสวนประกอบของกราฟปาไมเปนกราฟตนไม



บทนิยาม

จํานวนเสนเชื่อมในวิถีซึ่งยาวที่สุดของกราฟตนไม  เรียกวา  เสนผาศูนยกลาง

ตวัอย่าง   จงพจิารณากราฟต่อไปนี�

จากกราฟ  จะเห็นวาเปนกราฟตนไมอันดับ  6 มีเสนผาศูนยกลางเทากับ  3



การทํากราฟตนไมเปนกราฟรากไม  มีขั้นตอนดังนี้

1. กําหนดจุดยอดจุดหนึ่งเปนจุดเริ่มตน

2. ระบุทิศทางตามเสนเชื่อมที่โยงออกไปยงัจดุยอดตาง ๆ  ที่ตอจากจุดเริ่มตน

3. กําหนดใหจุดเริ่มตนมีระดับเปนศูนย

4. จุดยอดถัดไปมีระดับสอง  ระดับสาม  ตามลําดับ  ดังตัวอยางตอไปนี้

จากกราฟ  จะเห็นวาระดับของจุดยอดใด  ๆ  คือ  จํานวนเสนจากจุดยอดนั้น
ไปยังจุดเริ่มตน



ตัวอยาง  จากกราฟรากไมที่กําหนดให  จงหาระดับของ  V5 และ V8

วิธีทํา

ระดับของจุดยอดใดๆ  คือ  จาํนวนเสนจากจุดยอดนั้นไปยังจุดเริ่มตน  ดงันั้น 

V5 มีระดับสอง  และ V8 มีระดับสาม



ตัวอยาง  จากลําดับกอนหลังของจํานวน  4 , 8 , 5 , 0 , 6 , 2  ที่กําหนดให  
จะมีวิธีทัง้หมดเปนจํานวนเทาใดในการเขียนจํานวนเรียงลําดับซึ่งมีคาเพิ่มขึ้น

วิธีทํา

จากโจทยสามารถวาดกราฟไดนี้
จุดเร่ิมตน

4 8 5 0 6 2

8 5 6 6 6 2

6

จะเห็นวา  วธิทีี ่ 1 คือ  4 , 5 , 6 หรือวิธทีี ่ 2 คือ  0 , 2

แตเรียงลําดับจํานวน  2 , 4 ไมได  เพราะแตกตางจากลําดับที่กําหนดให

ซึง่ตามวิธีการนี้สามารถแสดงใหเห็นชัดเจนไดดวยกราฟวา  มีวิธทีั้งหมด  13
วิธี  คือ  (4 ) , (4,8) , (4,5) , (4,5,6) , (4,6) , (8) , (5) , (5,6) , (0) , (0,6) , (0,2) ,
(6) , (2)



ตัวอยาง  แกนเพชรกับเปนกลาง  ตกลงกันวาในการเลนหมากรุก  ผูที่ชนะ  2
เกมติดตอกัน  หรือเลนชนะรวม  3 เกม  จะสิ้นสุดการเลนเกมและผูชนะจะไดรับรางวัล  
500 บาท  ใหใชกราฟตนไมแสดงวาผลลัพธของการเลนจะเปนอยางไรบาง  และ
จํานวนการเลนเกมสูงสุดที่แกนเพชรกับเปนกลาง  จะเลนไดเทากับเทาใด

วิธีทํา

จากโจทยสามารถวาดกราฟไดนี้

ป
ป

ปป

ปปป
ป

กกกก

กกก
ก

ผลลัพธการเลนมีทางเปนไปไดทั้งหมด  10 วิธี  ตามจํานวนจุดยอดของดกีรี  
ในกราฟตนไมและจํานวนการเลนเกมสูงสุดคือ  5 เกม  จะไดผูชนะ



ทฤษฎีบท

ถา  u  และ  v  เปนจุดยอด  2 จุดใด ๆ  ในกราฟตนไม  T  จะมีวิถี
จาก  u  ถึง  v  ในกราฟ  T  เพียง  1 วิถี

ทฤษฎีบท

กราฟตนไม  T  ซึง่มีอันดับ  p และขนาด  q  จะมีความสัมพันธใน
รูป  q = p - 1

ตัวอยาง  ถากราฟ  G  มีจุดยอด  10 จุดและเสนเชื่อม  12 เสน  กราฟ  G  
เปนกราฟตนไมไดหรือไม

วิธีทํา กราฟ  G  ไมใชกราฟตนไม  เพราะตาม ทบ. กราฟตนไมซึง่มีจุดยอด  
10 จุด  จะตองมีเสนเชื่อม  9 เสน



ทฤษฎีบท

กราฟตนไมซึ่งมีจุดยอดมากกวา  1 จุด  จะมีจุดยอดอยางนอยที่สุด
จํานวน    1 จุด  ซึง่มีดีกรี  1

ทฤษฎีบท

กราฟตนไมซึ่งมีจุดยอดมากกวา  1 จุด  ตองมี  2 จุดที่มีดีกรี  1

บทนิยาม

จุดยอดในกราฟตนไมซึง่มีดีกร ี 1 เรียกวาจุดปลาย  สวนจดุยอดที่มี
ดีกรีมากกวา  1 เรียกวาจุดภายใน



ตัวอยาง  จงหาจุดปลายและจุดภายในทั้งหมดของกราฟตอไปนี้

a

bz

yu

xwv

วิธีทํา

จุดยอด  u , y , a , b เรียกวาจุดปลาย

จุดยอด  v , w , x , z เรียกวาจุดภายใน  



ทฤษฎีบท

ให  G เปนกราฟเชื่อมโยง  และ  C  เปนวงจรใน  G  

ถาลบเสนเชื่อม  1 เสนออกจาก  C  กราฟทีเ่หลืออยูเปนกราฟ
เชื่อมโยง

ทฤษฎีบท

ถา  G เปนกราฟเชื่อมโยงอันดับ  p  และขนาด  p – 1 แลว  G  
เปนกราฟตนไม



ตัวอยาง  จงยกตัวอยางกราฟอันดับ  5 และขนาด  4 ซึง่ไมเปนกราฟตนไม

วิธีทํา

ตาม ทบ. กราฟที่กําหนดเชนนี้ตองไมเปนกราฟเชื่อมโยง  ดงักราฟ
ตอไปนี้

yw

xv

u



กราฟตนไมทวิภาค  (binary  trees)

กําหนดให  ความสูงของกราฟรากไมคือ  ระดับสูงสุดวัดจากจุดยอดใน
กราฟนั้น

ถาให  v  เปนจุดยอดใด ๆ ของกราฟรากไม  และมีจุดยอดหนึ่งซึง่
ประชิดกับจุด  v  และอยูหางจากจุดเริ่มตนมากกวาจุด v หนึ่งระดับ  เรยีกวาจุดสืบตอ

และเรียก  v  วา จุดกําเนิด  

ถาจุดสือตอของ  v  มีสองจุดจะเรียกวาจุดเครือญาต ิ 

ดั้งนั้นในกราฟรากไม  เมื่อกําหนดจุดยอด  v  และ  w ถา  v  อยูบน
วิถีเดียวระหวาง  w  กับจุดกําเนิด  จะเรียกจดุ  v  วา  จุดเผาพันธุ  ของ  w   และเรียก  
w  วา  จุดสืบเชื้อสาย  ของ  v

กราฟรากไมซึ่งจุดยอดทุกจุดมจีุดสืบตออยางมากที่สุด  2 จุด  และ
แตละจุดถูกกําหนดใหเปนจุดสืบตอทางซาย (หนึ่งเดียว) หรือจุดสืบทอดทางขวา (หนึง่
เดียว) จะมีชื่อเรียกกราฟรากไมแบบนี้วา  กราฟตนไมทวิภาค



บทนิยาม

กราฟตนไมทวิภาค  คือ  กราฟรากไมซึ่งมีจดุยอดภายในทุกจุดมีจุดสืบตอได
อยางมากที่สุด  2 จุด  จุดสืบตอถูกกําหนดไววาเปนจุดทางซายหรือทางขวา  จุด
ภายในมีจุดสืบตอทางซายและทางขวาไดอยางละ  1 จุด  

กราฟตนไมทวิภาคเปนแบบสมบูรณ  ถาจุดภายในแตละจุดมีจุดสืบตอ
เพียง  2 จุดเทานั้น

ถา  T  เปนกราฟตนไมทวิภาค  ซึง่มีจุดยอด  v  เปนจุดภายใน  
กราฟตนไมยอยทางซายของ  v  มีจุดยอดในกราฟประกอบดวย  จุดสืบตอและจุดสืบ
เชื้อสายทั้งหลายของจุดยอด v รวมกับ  เสนเชื่อมทั้งหลายใน  T ทีโ่ยงจุดทางซายไว
ดวยกันในกราฟตนไมยอยทางซาย

กราฟตนไมยอยทางขวาของ  v  มีบทนิยามในทํานองเดียวกันกับ
กราฟตนไมยอยทางซายของ  v



ตัวอยาง  กราฟตอไปนี้เปนกราฟตนไมทวิภาค  และกราฟตนไมยอย

z
y

v

w

u

จุดเริ่มตน (ราก)

จากกราฟ  และตามบทนิยาม  w  เปนจุดสืบตอทางซายของ  u  

สวน  z  เปนจุดสืบตอทางขวาของ  v  

และกราฟตนไมยอยทางซายของ  v  เริ่มจาก  y และกราฟตนไมยอยทางขวา
ของ v  เริ่มจาก  z



กราฟตนไมทวิภาค  ไดนําไปใชในวิทยาการคอมพิวเตอร  เพื่อใชแทนนิพจน
ทางพีชคณิตที่เกี่ยวกับการซอนในวงเล็บที่สมดุล  ดงัเชนกราฟตอไปนี้

ใชแทน  
x

y

กราฟตนไมทวิภาค

x y

จะเห็นวา  ตัวดําเนินการอยูที่จุดกําเนิดทํากับจุดสืบตอทางซายและจุดสืบตอ
ทางขวาของจดุกําเนิดตามแนวจากซายไปขวา



ตัวอยาง  ใหใชกราฟตนไมทวิภาค  แทนนิพจนทางพีชคณติตอไปนี้

(ก) x / (y+z) (ข) [(u-v)w + (x/y)]

วิธีทํา

ใหจุดภายในเปนตัวดําเนินการเลขคณิต  จุดปลายเปนตัวแปร  และมี
จุดยอดเปนตัวดําเนินการตอกราฟตนไมยอยทางซายและทางขวา  โดยเริม่จาก
ซายไปขวา  จงึไดคําตอบดังกราฟตอไปนี้

(ก)

zy

/

+x

w

vu

-

* /

+

x y

(ข)



ทฤษฎีบท

ถา  T  เปนกราฟตนไมทวิภาคแบบสมบูรณ  ซึง่มีจุดภายใน  k จุด ( k เปน
จํานวนเต็มบวก)  จะไดวา  T  มีจุดยอดทั้งหมดจํานวน  2k+1  จุด  และมจีุดปลาย
จํานวน  k+1  จุด

ตัวอยาง  จงแสดงใหเห็นวากราฟตนไมทวิภาคแบบสมบูรณซึง่มี

จุดยอดภายใน  10 จุด  จะมจีุดปลาย  13 จุด  ไดหรือไม

วิธีทํา

จาก ทบ. กราฟตนไมทวิภาคแบบสมบูรณซึ่งมีจุดภายใน  k  จุด  จะมีจุด
ปลาย  k+1 จุด  ดงันั้น  จากโจทยกราฟมีจดุภายใน  10 จุด  จะไดวากราฟมีจุดปลาย  
10+1 = 11 จดุ  ซึง่ไมเทา  13 จุด  ตามทีโ่จทยถาม

ดังนั้นกราฟตนไมทวิภาคแบบสมบูรณที่มีจุดภายใน  10 จุด  จะมีจุดปลาย  
13 จุด  ไมได



ทฤษฎีบท

ถา  T  เปนกราฟตนไมทวิภาค  ซึง่มีจุดปลายจํานวน  n จุด  และความสูง
เปน  r  จะไดวา  n  2r หรือ  log2(n)  r

ตัวอยาง  จงแสดงใหเห็นวากราฟตนไมทวิภาค  ซึง่มีจุดปลายจํานวน  
38 จุด  จะมีความสูงเทากับ  5 หรือไม

วธีิทาํ

จาก ทบ. กราฟต้นไม้ทวภิาคใด ๆ  ซึ�งมีความสงู   5 จะมีจดปลายจํานวนสงสดุ ู ุ
เท่ากบั  25 = 32  จดุ

ดงันั�นไม่มีกราฟต้นไม้ทวภิาคซึ�งมีความสงู   5 และมีจดปลายุ   38 จดุ



กราฟตนไมแบบทอดขาม  (spanning  tree)

ในหัวขอนี้  นําไปใชในการบริหารจัดการทางคมนาคม  อาทเิชน

บริษัทสายการบินแหงหนึง่ตองการขยายเสนทางบิน  และไดรับอนุญาตจาก
เจาหนาที่รัฐบาลใหใชเสนทางบินระหวางสถานที่ตาง ๆ  ไดดังกราฟ

n
s

f c

dm

t

l

ถาบริษัทสายการบินตองการใชเสนทาง
บินไปยังสถานที่ทุกแหงแตตองการประหยัด
คาใชจายของบริษัทดวย  การใชเสนทางบินนอย
ที่สุดและเชื่อมโยงสถานทีทุ่กแหงซึง่เสนทางการ
บินเลือกชุดหนึ่งเปนดังกราฟ n

cf

d
m

t
s

l



จะเห็นวา  เสนทางบินครอบคลุมสถานที่ทุกแหง  แตเสนทางบินชุดอื่นที่
ครอบคลุมสถานที่ทุกแหงเชนเดียวกันหรือไม  

คําตอบคือ  ชุดเสนทางบินที่ทาํใหบริษัทสายการบินพึงพอใจ  คือชุดเสนทาง
บินที่เปนกราฟตนไม  ถากราฟมีวงจร  จะสามารถตัดเสนทางบินหนึ่งเสนในวงจรออกได  

โดยไมทําใหกราฟขาดความเชื่อมโยง  

จะเห็นวากราฟตนไมซึง่มีจุดยอด  8 จุด จะมีเสนเชื่อม  7 เสน  
ดังนั้นเสนทางบินใด ๆ  ที่เชือ่มสถานที่ทั้ง  8 แหงและประหยัดคาใชจายจะมี
เสนทางบิน  7 เสนทาง



บทนิยาม

กราฟตนไมแบบทอดขามของกราฟ  G  คือกราฟยอยของ  G  ที่รวมจุดยอด
ทุกจุดใน  G และเปนกราฟตนไม

ซึง่สัมพันธกับสิ่งสําคัญ  2 ประการคือ

1. กราฟเชื่อมโยงทุกกราฟมกีราฟตนไมแบบทอดขาม

2. กราฟตนไมแบบทอดขาม  2 กราฟของกราฟเชื่อมโยงมีจํานวน
เสนเชื่อมเทากัน



ตัวอยาง  จากกราฟที่กําหนดให  จงหากราฟตนไมแบบทอดขามทั้งหมด

f

ed

cb

a

วิธีทํา

จากกราฟ  มีวงเวียน c d e c ดังนั้น  ถาลบ
เสนเชื่อมเสนใดเสนหนึ่งในวงเวียน  จะไดกราฟตนไม  
โดยจะเห็นไดวามีกราฟตนไมแบบทอดขามอยู  3 รูปดังนี้

a
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f



ตัวอยาง  จากกราฟที่กําหนดให  จงหากราฟตนไมแบบทอดขาม

e d

c

ba

วิธีทํา

จากกราฟ  สามารถหากราฟตนไมแบบทอดขาม
ได  3 รูป  โดยการลบเสนเชื่อมออกจากวงเวียนของ
กราฟ  ไดรูปดังนี้

a b

c

dee d

c

baa b

c

de



บทนิยาม

กราฟแสดงน้ําหนัก  คือ  กราฟซึง่เสนเชื่อมแตละเสนมีจํานวนจริงกํากับบอก
น้ําหนัก  หรือระยะทางผลบวกของจํานวนจริงในเสนเชื่อม  คือ  น้ําหนักรวมทัง้หมด
หรือระยะทางทัง้หมด

กราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  ของกราฟแสดงน้ําหนัก  คือ  
กราฟตนไมแบบทอดขามที่มีน้ําหนักหรือระยะทางรวมทัง้หมดต่ําสุด  เมือ่
เปรียบเทียบกับกราฟตนไมแบบทอดขามอื่น ๆ  ของกราฟ

วิธีการหากราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  มีขั้นตอนดังนี้

1. หากราฟตนไมแบบทอดขามทั้งหมดของกราฟ  

2. หาน้ําหนักรวมของแตละกราฟ  

3. เลือกกราฟตนไมแบบทอดขามซึ่งมีคาต่ําสุด



แตวิธีนี้จะสิ้นเปลืองเวลา  เนื่องจากกราฟตนไมแบบทอดขามมีเปนจํานวนมาก

จึงมผีูคิดคนขั้นตอนการหากราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุดที่มีประสิทธิภาพมากกวา  

เรียกวา  วธิีของครัสแคล และวิธีของพริม

วิธีของครัสแคล  มีขั้นตอนดังนี้

ตรวจสอบเสนเชื่อมของกราฟแสดงน้ําหนักแตละครั้งตามลําดับของ

น้ําหนักที่เพิ่มขึ้น  โดยในแตละชั้นที่เพิ่มเสนเชื่อมเขาไปในกราฟมีเงื่อนไขวา

ตองไมใหเกิดวงเวียน  ภายหลังจากเพิ่มเสนเชื่อมจํานวน  n – 1 เสน 

(n = จํานวนจุดยอด)  จะไดกราฟแบบทอดขามต่ําสุดของกราฟที่กําหนดให



ตัวอยาง  จากกราฟเชื่อมโยงแสดงน้ําหนักทีก่ําหนดให  จงหากราฟตนไมแบบ
ทอดขามคาต่ําสุดโดยใชวิธีของครัสแคล
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วิธีทํา ขั้นแรก เลือกเสนเชื่อมคาต่ําสุด  นั่นคือ  BC  น้ําหนัก  70

ขั้นที่สอง  เลือกเสนเชื่อมถัดไปคือ EF น้ําหนัก  80

ขั้นที่สาม  เลือก FH น้ําหนัก  150 ขั้นที่สี่    เลือก DE น้ําหนัก  230

ขั้นที่หา   เลือก GF น้ําหนัก  270 ขั้นที่หก  เลือก CG  น้ําหนัก  260

ขั้นที่เจ็ด  ไมเลือก CF เพราะเกิดวงเวียน CFGC

ขั้นที่แปด ไมเลือก DF เพราะเกิดวงเวียน 

ขั้นที่เกา   ไมเลือก BF เพราะเกิดวงเวียน        ขั้นที่สิบ  เลือก AC น้ําหนัก 350



ขั้นสุดทาย  ไมเลือก AH เพราะเกิดวงเวียน  

ดังนั้นตามวิธีของครัสแคล  จะไดกราฟตนไมแบบทอดขาม  ดงัรูป
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วิธีของครัสแคล  ใชไดในกรณีของกราฟขนาดเล็ก   แตเมื่อกราฟมีขนาดใหญ
ใหใชวิธีของพริม  ซึง่แตกตางตรงที่ตอเสนเชื่อมออกจากจุดยอดของ  T ดวยจุดยอด
และเสนเชื่อมที่ยังไมรวมอยูใน  T  คราวละ  1 จุดและ  1 เสน  ดงัตัวอยางตอไปนี้



ตัวอยาง  จงหากราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  โดยใชวิธีของพริม
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วิธีทํา ขั้นแรก เลือกจุดยอดให T เชนจุด A

ขั้นที่สอง   เลือกจุดยอด C ไดเสนเชื่อม AC น้ําหนัก 350

ขั้นที่สาม   เลือกจุดยอด B ไดเสนเชื่อม BC น้ําหนัก 70

ขั้นที่สี่      เลือกจุดยอด G ไดเสนเชื่อม CG น้ําหนัก 260

ขั้นที่หา     เลือกจุดยอด F ไดเสนเชื่อม GF น้ําหนัก 240

ขั้นที่หก    เลือกจุดยอด E ไดเสนเชื่อม FE น้ําหนัก 80

ขั้นที่เจ็ด   เลือกจุดยอด H ไดเสนเชื่อม FH น้ําหนัก 150

ขั้นที่แปด  เลือกจุดยอด D ไดเสนเชื่อม ED น้ําหนัก 230



จะเห็นวา  กราฟตนไมที่ไดเปนแบบเดียวกันกับกราฟตนไมที่ไดโดยวิธีของครัส
แคล  แตมีความแตกตางในการเพิ่มเสนเชื่อมใน  T กราฟตนไมที่ไดตามวิธีของพริม  
เปนแบบทอดขามแตเห็นไมชัดวาเปนแบบใหคาต่ําสุด  ซึง่จะชี้ใหเห็นวาวิธีของพริมจะ
ไดกราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  ดังทฤษฎีบทตอไปนี้

ทฤษฎีบท

ขั้นตอนวิธีของพริม  เมื่อใชกราฟเชื่อมโยง  G  จะทําใหไดกราฟตนไม
แบบทอดขามของ  G  ซึง่มีคาต่ําสุด



ตัวอยาง  จงหากราฟตนไมแบบทอดขามคาต่ําสุด  โดยใชวิธีของครัสแคลและ
วิธีของพริม (ซึง่วิธีของพริมใหเริ่มที่จุดยอด  A)

วิธีทํา วิธีของครัสแคล  จะเพิ่มเสนเชื่อมตามลําดับดังนี้

วิธีที ่ 1 df , ac , ab , cd , de

วิธีที ่ 2 df , ac , bc , cd , de
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วิธีของพริม  ซึ่งกําหนดใหจุดยอด  A  เปนจุดเริ่มตน  มีขั้นตอนดังนี้

วิธีที ่ 1 ac , ab , cd , df , de

วิธีที ่ 2 ac , bc , cd , df , de
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การนับจํานวนกราฟตนไม

การนับจํานวนกราฟตนไม  มสีวนชวยในการตอบปญหาตาง ๆ  เชน  

ปญหาระบบชลประทานคลองสงน้ําเชื่อมระหวางสถานที ่ 5 แหง  

กับคลอง  4 คลอง   มีเปนจํานวนเทาใด  หรือ

ปญหาการหาจํานวนโมเลกุลทางเคมีสูตร  C8H18 มีคาเทากับเทาใด

ซึง่โดยทั่วไปการนับจํานวนกราฟตนไมที่มีอักษรกํากับจุดยอดจะงายกวาที่ไมมี
อักษรกํากับไวที่จุดยอด



ทฤษฎีบท

จํานวนของกราฟตนไมมีหมายเลขกํากับจุดยอดอันดับ  n เทากับ  n n-2

ซึง่การพิสูจนทฤษฎีตองใชหลักการของพรูเฟอร  โดยตองใชความสัมพันธแบบ 1-1

เพื่อใหไดความสัมพันธแบบ 1-1 ตามหลักการของพรูเฟอร มีขั้นตอนดังนี้

1. จากกลุมของจุดยอดซึง่มีดีกรี  1 เลือกจุดยอดที่มีหมายเลขนอยที่สุด

2. เลือกจุดประชิดกับจุดยอดที่เลือกไวในขอ  1 และใสตัวเลขในตําแหนงแรก
ของลําดับ

3. ลบจุดยอดที่เลือกในขอ  1 และเสนที่ประชิดกับจุดนี้ออกไดกราฟตนไมที่
เล็กกวาเดิม

4. ทําขั้นตอนที่ 1 , 2 , 3 ซ้าํใหม  จนกวาจะเหลือจุดยอด  2 จุด  จะได
ลําดับของพรูเฟอร



ตัวอยาง  จากกราฟตนไมมีตัวเลขกํากับใหดังตอไปนี้

3 6

5

1 7

4

2

จากกราฟ  จะไดวา

1. กลุมจุดยอดดีกรี  1 คือจุด 3 , 2 , 4 , 7 มีจุดยอดตัวเลข 2 เล็กสุด

2. จุดประชิดกับ 2 คือ 6 ดงันั้นตัวเลขตําแหนงแรกในลําดับของพรูเฟอรคือ 6

3. ลบจุดยอดหมายเลข 2 และเสนเชื่อม 26 ออกไดกราฟตนไมที่เล็กกวาเดิม
คือ 4

71

5

63

4. ทําซ้ําขั้นตอน  ก , ข , ค



1. จุดยอดดีกรี  1 คือ  3 , 4 , 7 ซึง่  3 เปนหมายเลขนอยที่สุด

2. จุดประชิดกับจุดหมายเลข  3 คือ  6 ดังนั้นตัวเลขในลําดับตัวที่สองคือ  6

3. ลบเสน  36 ไดกราฟตนไมคือ

6

5

1 7

4

4. ทําซ้ําตอไปจะไดลําดับของพรูเฟอร  คือ  6 , 6 , 5 , 5 , 1 เสนเชื่อมที่ลบ
ออกตามลําดับคือ  45 , 65 , 51



ในทางกลับกัน  สามารถใชลําดับของพรูเฟอรหาความสัมพันธแบบ 1-1 ได
เชนเดียวกัน  โดยทําตามขั้นตอนดังนี้

1. เขียนจุดยอด  n  จุด  ใสหมายเลขกํากับตั้งแต  1 ถึง  n  และมี
รายการตัวเลขจาก  1 ถึง  n

2. ดูตัวเลขที่นอยที่สุดในรายการและเปนตัวเลขที่ไมอยูในลําดับของ
พรูเฟอร  หาตัวเลขแรกสุดในลําดับของพรูเฟอร  แลวเพิ่มเสนเชื่อมโยงจดุกับ
หมายเลข

3. ลบตัวเลขลําดับแรกในขอ  2 ออกจากรายการและลบตัวเลขอีก
ตัวหนึ่งออกจากลําดับของพรูเฟอร  จะไดรายการและลําดับซึ่งเล็กกวาเดมิ

4. ทําขั้นตอนในขอ  2 และ  3 ซ้ํา ๆ  ตอไปจนเหลือเพียง  2
หมายเลขในรายการและโยงจดุกับตัวเลขเหลานี้



ตัวอยาง  จากลําดับของพรูเฟอร 6 , 6 , 5 , 5 , 1

1. เพราะวาลําดับมี  7 – 2 = 5  จํานวน  จึงเริ่ม
รายการดวย  1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 และสรางจุดยอด  1 ถึง  
7 ดังรูป

56

7

1

2

3

4

2. จํานวนนอยที่สุดในรายการแตไมอยูใน
ลําดับของพรูเฟอร  คือ  2 และจํานวนแรกสุดใน
ลําดับของพรูเฟอรคือ  6 ดังนี้นจึงโยงเสนเชื่อม
ระหวางจุดยอด  2 กับ  6

56

7

1

2

3

4

3. ลบเลข  2 ออกจากรายการและลบเลข  
6 ออกจากลําดับของพรูเฟอร  จะไดรายการ  1 , 3 , 4 , 6 , 7
ตามลําดับ  และลําดับ  6, 5 , 5, 1 (กลับไปที่ขั้นตอน  2 ใหม)



4. จํานวนนอนที่สุดในรายการและไมอยูในลําดับของ
พรูเฟอรคือ  3 สวนจํานวนแรกสุดในลําดับของพรูเฟอร  คือ  
6 ดังนั้นโยงเสนเชื่อมระหวางจุดยอด  3 กับ  6

56

7

1

2

3

4

5. ลบเลข  3 ออกจากรายการและลบเลข  6 ออกจากลําดับของพรู
เฟอรไดรายการใหมเปน  1 , 4 , 6 , 7 และลําดับของพรูเฟอรใหมเปน  5 , 5
, 1 ทําขั้นตอนในขอ  2 และ  3 ซ้ํา ๆ ตอไปจะไดเสนเชื่อมโยงจุดยอด 4 กับ 
5 เสนเชื่อมโยงจุดยอด 6 กับ 5 และเสนเชื่อมโยงจุดยอด 5 กับ 1 และรายการ
ทายสุดคือ  1 , 7 สรางเสนเชื่อมโยงจุด 1 , 7

56

7

1

2

3

4



จะเห็นไดวากราฟตนไมมีตัวเลขกํากับจุดยอดที่ไดจากลําดับของพรูเฟอร  6 , 6
, 5 , 5 , 1 คือ กราฟตนไมมีตัวเลขกํากับจุดยอดที่ทําใหลําดับพรูเฟอร  ซึง่กรณีเชนนี้จะ
เกิดขึ้นเปนปกติ  

ถาเริ่มตนดวยกราฟตนไมจะไดลําดับพรูเฟอร  และเมื่อเริ่มจากลําดับ
ของพรูเฟอร  จะไดกราฟตนไมเดิม นั่นคือเปนความสัมพันธ 1-1 ที่ตองการ

ทฤษฎีบท

ถา M  เปนเมทริกซซึง่ไดจากเมทริกซประชิดของกราฟเชื่อมโยง  G  ดวยการ
เปลี่ยนบรรดาสมาชิกเลข  1 ทั้งหลายใหเปน -1 และเปลี่ยนสมาชิกเลข 0 ในแนว
ทะแยงใหเทากับจํานวนดีกรีของจุดยอดที่สมนัย  แลวจะไดวา  จํานวนกราฟตนไมแบบ
ทอดขามของกราฟ G  จะเทากับคาของ  cofactor  ใด ๆ  ของ  M



ตัวอยาง  กําหนดใหเมทริกซประชิดของกราฟเชื่อมโยง  G  ดังนี้
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จะไดวา  cofactor  ของ M11 คือ กระจายโดย  cofactor ของแถวที่  1
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ซึง่เปนไปตามทฤษฎีบทวา  จํานวนกราฟตนไมแบบทอดขามจะเทากับ 
cofactor ใด ๆ ของ  M   เทากับ  8


