
บทที่ 6 กราฟแบบแฮมิลตนั

แฮมิลตันไดริเริ่มการคิดวาจะเดินทางอยางไรใหผานเมืองสําคัญแตละแหงเพียง

ครั้งเดียวแลวกลับมายังที่เดิมได

บทนิยาม

กราฟหรือทุกกราฟ G  ซึง่มีวงเยียนที่รวมทกุจุดใน  G  เรียกวาเปน

กราฟแบบแฮมิลตัน  สวนวิถซีึง่รวมทุกจุดใน  G  เรียกวา  วิถีแบบแฮมิลตัน

ขอสังเกต

การลบเสนใด ๆ  ออกจากวงเวียนแบบแฮมิลตันจะทําใหไดวิถีแบบแฮมิลตัน  

ดังนั้น  กราฟอาจมีวิถีแบบแฮมิลตัน  แตไมมวีงเวียนแบบแฮมิลตัน



ตัวอยาง  จงพจิารณากราฟตอไปนี้
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จะเห็นวา  กราฟมีวิถีแบบแฮมิลตัน  คือ  a b c d e f g h k

แตกราฟไมมีวงเวียนแบบแฮมิลตัน



ตัวอยาง  จงพจิารณากราฟตอไปนี้

จะเห็นวา  กราฟ  A  มีวงเวียนแบบแฮมิลตัน  คือ  a b e d c a

กราฟ  B  มีวงเวียนแบบแฮมิลตัน  คือ  x y z t s w x



ทฤษฎีบท

กราฟ  G  เรียกวากราฟแบบแฮมิลตัน  ถากราฟ  G  อันดับ  p ซึง่ 

p  3  มี  deg v  p/2  และ  v  เปนจุดยอดใน  G

พิสูจน () ถา  G  มีอันดับ  3 ( p = 3 ) และ  deg v  3/2

สําหรับแตละจุด  v  ใน  G  แสดงวา  deg = 2  และ  G  คือกราฟ  K3

ซึง่กราฟ  G  เปนกราฟแบบแฮมิลตัน  ถา  p  4

ให  G  มีวิถ ี Q  ซึง่มีจํานวนจุดยอดมากที่สุด  โดยที่  Q  คือวิถ ี u1 , 
u2 , u3 , …, uk

เนื่องจากไมมีวถิีอื่นใดที่มีจุดยอดมากกวาวิถี  Q  ดังนั้นจุดยอดทุกจุด
ที่ประชิดจุดยอด u1 และ uk จะตองอยูในวิถ ี Q

และเพราะวาจุดยอด u1 ประชิดกับจุดยอดอยางนอยที่สุด  p/2 จุด  
แสดงวาวิถ ี Q  มีจุดยอดอยางนอยที่สุด  p/2 + 1  จุด



ดังนั้น  จะตองมีจุดยอด ui ที ่2  i  k  ซึง่จุดยอด ui ประชิดกับจุดยอด u1 
และ จุดยอด ui-1 ประชิดกับจุดยอด uk

เพราะวามีจุดยอด ui อยางนอยจํานวน  p/2 จุดที่ประชิดกับจุดยอด u1

ดังนั้น  ตองมีจดุยอด  อยางนอยจํานวน  p/2 จุดที่ไมประชิดกับจุดยอด uk

เพราะฉะนั้น  

deg uk  (p – 1) – p/2 < p/2

ซึง่ขัดแยงกับทฤษฎี

deg uk  p/2

แสดงวา  จะตองมีจุดยอด ui ในวิถี  Q และเสนเชื่อม u1 ui กับ uk ui-1 ตองอยู
ในกราฟ  G  ทัง้  2 เสน



ดังนั้น จะตองมวีงเวียน C ในรูปของ u1 , ui , ui+1 , …, uk , ui-1 , ui-2 , …, u1

 ที่รวมจุดยอดทุกจุดในวิถ ี Q  

ซึง่ถา  C  รวมทุกจุดใน  G  แสดงวา  C  เปนวงเวียนแบบแฮมิลตันและ  G  
เปนกราฟแบบแฮมิลตัน

สมมติวา  ถามจีุดยอดบางจุดของ  G  ที่ไมอยูใน  C  เชน  จุดยอด  w  

เพระวาวงเวียน  C  รวมจุดยอดอยางนอยทีสุ่ด  1 + p/2 จุด

ดังนั้น  ตองมีจดุยอดใน  G  จํานวนนอยกวา  p/2 จุด  ซึง่ไมอยูใน
วงเวียน  C  แตเพราะวา  deg w  p/2  

จะไดวาจุดยอด  w  ตองประชิดกับจุดยอด uj บางจุดใน  C ซึ่งเสน
เชื่อม w uj เมือ่รวมกับวงเวียน  C  จะเกิดวิถีอื่นที่มีจุดยอดรวมแลวมากกวาจุดยอดใน
วิถี  Q ซึง่เปนไปไมได

เพราะกําหนดไวแลววาวิถี  Q  มีจํานวนจุดยอดมากที่สุด  ดงันั้นวง
เวียน  C  ตองรวมจุดยอดทุกจุดใน  G  และกราฟ  G  เปนกราฟแบบแฮมิลตัน



ทฤษฎีบท

กราฟ  G  เปนกราฟแบบแฮมิลตัน  ถากราฟ  G  อันดับ  n  ซึ่ง  n  3 ม ี 

deg u + deg v  n  และ  u  กับ  v  เปนจุดยอดใด  ๆ  ทีไ่มเปนจุดประชิด

พิสูจน (ใชวิธีการขัดแยง)

ถากราฟ  G  ไมเปนแบบแฮมิลตัน  ซึง่ deg u + deg v  n สําหรับ

จุดยอด  u  และ  v  ที่ไมเปนจุดประชิดกัน

ในกรณีนี้  สมมติวา  เมื่อเพิม่เสนเชื่อมบางเสนใน  G  ทําใหไดกราฟ  
G  เปนแบบแฮมิลตัน  ซึง่หมายถึงวาจะตองมวีิถ ี u1 , u2 , u3 , …, u1 โดยรวมจุดยอด
ทุกจุด  แตจุดยอด u1 กับ u1 ไมเปนจุดประชิดกัน  ดงัรูป



จากกราฟ  จะเห็นวา  ถาเพิ่มเสนเชื่อม u1 un จะไดกราฟแบบแฮมิลตัน  

เนื่องจาก u1 กบั un ไมเปนจุดประชิดกัน  ดงันั้น deg u1 + deg un  n

แสดงใหเห็นวา  ถา deg u1 = r แลวจะมีจุดยอดที่ไมประชิดกับ un ซึ่งรวมทัง้ 
un ดวย  เปนจํานวนอยางมากที่สุด  r  จุด

และพิจารณาจุดยอดตาง ๆ  ที่ประชิดกับจุดยอด u1

 และให  V  เปนเซตของจุดยอดตาง  ๆ  ที่อยูถัดจากจุดยอดที่ประชิด

กับจุดยอด u1 ขึ้นไปในวิถี  เชน

ถา u1 เชื่อมโยงกับ uk แลว uk-1 เปนจุดที่อยูใน  V  ดังนั้นเซต  V  มี
จุดยอด  r  จุด  แตไมรวมจุดยอด un

การที่มีจุดยอด un ชี้ใหเห็นวาเซตของจุดยอด  V  จะตองมีจุด ui ที่
ประชิดกับจุด un และจะตองมีเสนเชื่อม ui กับ ui+1 และเสนเชื่อม ui กับ un ดงัรูป
ขางตน  

แสดงวามีวงเวยีนแบบแฮมิลตันใน  G  คือ u1 , u2 , …, ui , un , un-1, 
…, ui+1 , u1 ซึง่ขัดแยงกับสมมติฐาน  ดงันั้นสรุปไดวาทฤษฎีเปนจริง



ตัวอยาง  จงพจิารณากราฟตอไปนี้

จากกราฟ  A  เปนกราฟแบบแฮมิลตัน  เพราะวาแตละจุดมีดีกรีเทากับ  3
และกราฟมีอันดับ  6 ดังนั้น  deg vi  p/2 (3 = 6/2)

สวนกราฟ  B  ไมเปนกราฟแบบแฮมิลตัน  เพราะมีจุดยอดซึง่มีดีกรี  2 ดังนั้น 
deg vi < p/2 (2 < 5/2)



ตัวอยาง  จงพจิารณากราฟตอไปนี้

จากกราฟ  A  มีอันดับ  5 สวนดีกรีของจุด  v  เทากับ  2

ดังนั้น  deg u + deg v  5  สําหรับจุดยอด  u และ  v  ที่ไมประชิดกัน  จะ
ไดวากราฟ  A  เปนกราฟแบบแฮมิลตัน

สวนกราฟ  B มีอันดับ  5 สวนดีกรีของจุด v  และ  u เทากับ  2 เปนกราฟ
แบบแฮมิลตัน  และมีวงเวยีนแบบแฮมิลตัน  (แตตามทฤษฎีที่กลาวมานี ้ไมเพียงพอ
สําหรับกราฟ B )



ตัวอยาง  จงใหเหตุผลพิจารณาวากราฟที่กําหนดใหตอไปนี้

ไมมีวงเวียนแบบแฮมิลตัน
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